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INTRODUCCION

El trabajo, que a continuacion se presenta; parte de una pueril revision de una
recomendada bibliografia, la cual pretende hacer un acercamiento a la
comprension, quizas no acertada; mas si meticulosa y por tal meticulosidad no deja
de ser ingenua.

J. J. Serna Hernandez

La teoria de los espinores se encuentra en el saber humano desde de década de los 20 del siglo
XX, es una teoria que aparece fruto de las reformulaciones de la ecuacion de Dirac a partir del
algebra de Clifford; con esta teoria se estudio las propiedades de los espinores bajo
transformaciones por parte de Hermann Weyl y por Van Der Waerden (H & Jose, 1981) lo que
dio inicio a diferentes planteamientos tedricos sobre los espinores y con ellas definiciones
particulares de espinor, algunas equivalentes entre si. Sin embargo, es conocido que, de manera
temprana objetos similares a los espinores ya habian sido descubiertos por Elie Cartan en 1913
como fruto de su estudio en matematicas sobre las representaciones lineales simples, en una
compilacion de sus notas de manera postuma “Theory of Spinors” Cartan busca explicar los
espinores desde un punto de vista mas intuitivo y préximo a la geometria, argumentado que
este planteamiento permitiria ver con mas calidad los alcances de esta teoria.

La preocupacion que motiva el desarrollo del presente trabajo de grado es adquirida. Pues, nace
de la lectura de un articulo del profesor Wolfgang Rindler (1924-2019) publicado en el afio
1966; titulado “whats are Spinors” en el que se propone explicar el “formalismo” espinorial,
entendiéndolo, como una herramienta matematica heuristica. EI mencionado articulo
infimamente apela a la necesidad de llevar el formalismo espinorial a la ensefianza, como una
materia prerrequisito en las carreras enfocadas a las ciencias fisicas. Como un formalismo con
un alcance que puede permear los diferentes planteamientos de las teorias fisicas.

La linea argumental que emplea Rindler parte y se fundamenta en una revision del estado de
las leyes de la fisica. Derivando de lo anterior él por qué los espinores son los ladrillos de
construccion para cualquier ley o teoria invariante Lorentz (Rindler, 1966). Retomando la

argumentacion de Rindler, en particular, lo que ¢l llama: “la revision actual de las leyes de la



fisica” entendiendo las leyes de la fisica como modelos, cuyas interrogantes y explicaciones
gobiernan los modos, mas no las razones que gobiernan su objeto de estudio, la naturaleza. En
los modos existe, permanentemente, una validez suficiente del modelo, aludiendo al hecho de
que un modelo se restringe al limitado niumero de fenémenos que explica y predice. Ahora, en
funcion de lo mencionado, recurrimos a la definicion formal de “formalismo” (entendida como:
una corriente de pensamiento matematica que busca atender a los problemas de la
fundamentacion, empleando el método de construccion esencialmente axiomatica en su
concepcion mas formal) (Lundi, s.f.) para afirmar que, la ineficiencia de un modelo para
predecir un fenomeno trae como consecuencia la necesidad de un nuevo “formalismo”, y la
labor de “formalizar” (proceso por el cual el conocimiento se hace mas preciso y mas detallado
u especifico al revelar y determinar su forma y naturaleza, este proceso consiste en enfrentar
los contenidos de una esfera determinada del conocimiento, relativamente estable, con objetos,
fendmenos y procesos de estudio de tal forma que se logre detallar y establecer los aspectos
esenciales sujetos a las leyes junto con los objetos empelados para su estudio) (Lundi, s.f.).

Antes de continuar con esta idea, se debe tener muy presente que existe a pesar de lo dicho
anteriormente, una pretension de verosimilitud que nos permite asumir como “verdaderas” las
leyes y teorias fisicas; la razdn radica en que ellas deben estar perfectamente en armonia con
los planteamientos tedricos e ideas fisicas que en el momento actual se acepten por la mayoria
de la comunidad cientifica. A esto Gltimo se le llamara el principio de realidad de las leyes y
teorias fisicas o principio de continuidad. Ahora, continuando con la idea anterior, segundo
parrafo de la introduccion. A saber, las antinomias en los teorias y formalismos. En nuestro
caso particular, el formalismo en las ciencias facticas: donde el valor de la prueba se haya en
la experimentacion y predictibilidad. Donde la antinomia® (contradiccion) presenta un conflicto
o0 contradiccion entre dos leyes, principios racionales, ideas o actividades. La antinomia de la
gue nos ocupamos aparece con el experimento de Stern-Gerlach y lo que hoy conocemos como
el momento angular intrinseco de las particulas en mecanica cuantica, Esta antinomia trae como
consecuencia la necesidad de formalizar y con ello un nuevo formalismo el formalizo

espinorial.

! La antinomia como se presenta aqui no es una contradiccion entre los diferentes planteamientos teéricos entre la
mecdnica cuantica y la teoria espinorial, por el contario se asume como una contradiccién entre los hechos facticos
y la teoria prexistente que requieren para su correcta comprensiéon de un nuevo planteamiento tedrico llamado
formalismo espinorial.



Teniendo en cuenta las apreciaciones anteriores, en este documento en el primer capitulo
titulado “Sobre la Importancia de los Espinores”, se presenta en un primer momento posiciones
a favor de la importancia de la fisica moderna, que toma como base un estudio del arte sobre la
ensefianza y aprendizaje de la fisica moderna. Luego, en un segundo momento se aborda el
concepto de espinor a partir de las formas fundamentales llegando a la definicidn de espinor de
Cartan. En el Segundo Capitulo titulado “Consecuencias de la Definicion de Espinor de Cartan”
se presentan algunas de las aplicaciones de este formalismo teérico dentro de la teoria de grupos
de Lie y se hablara de los grupos de representacion irreducibles, finalmente en el capitulo
numero tres titulado ‘“caracterizacion de documentos” se presentan los criterios de
sistematizacion y la construccion de las herramientas meta-analiticas, junto con los textos

analizados y las reflexiones finales en relacion con los textos trabajados.



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. La Importancia de la Ensefianza de la Fisica Moderna

Para responder a esta cuestion, en primer lugar, es preciso identificar el significado de la fisica
moderna; ésta es presentada con frecuencia como la diciplina académica que comprende al
periodo entre finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX, hasta aproximadamente la
década de 1920 donde erige sus bases dando un primer acercamiento a la cuantizacion. En
particular conforme al planteamiento de dos teorias fisicas de la época: la teoria cuéntica
primigenia cuyo inicio se da en 1900 y la teoria de la relatividad en 1905, las cuales marcan el
comienzo de la fisica moderna y un gran nimero de investigaciones en dichas diciplinas. Los
desarrollos propuestos en esta época contemporaneamente son aceptados por académicos,
quienes hacen uso de dichas teorias para dar explicacion al mundo, ademas, con frecuencia
son usadas como bases conceptuales primordiales en investigaciones de punta en ciencias

exactas o ciencias aplicadas durante el siglo XX.
1.2. La fisica, sus Formalismos y La Teoria Espinorial

Los formalismos de la fisica son el “lenguaje” que posibilita la abstraccion de los fenomenos
de la naturaleza, a través de ella es posible expresar las ideas y conceptos relacionados con los
fendmenos propios de la fisica, de esta forma podemos distinguir dos elementos esenciales en
la investigacion en ciencias fisica, a saber, la primera es su forma y la segunda seran sus
conceptos. Estos elementos esenciales pueden alcanzar individualmente estadios de abstraccion
superiores y aun asi no poseer realidad fisica alguna, por ejemplo, si pensamos exclusivamente
en la forma, la légica y estructura interna, se puede tender rapidamente a supuestos demasiado
ideales encontrando correlaciones con “belleza” y simetrias altamente complejas pero
incapaces de explicar el mundo fisico. Si por el contrario nos concentramos excesivamente en
los conceptos, sin relacion con la forma, facilmente se pueden mezclar pretensiones y prejuicios
sobre un punto de vista particular y personal del mundo de tal forma que cuanto mas compleja
sea esta abstraccion tanto mas dificil serd expresar en terminos generales dichas abstracciones
y desligarlas de los prejuicios de construccion, provocando que se pierda por completo la
realidad fisica. En tal caso, se deben estudiar de forma conjunta reconociendo la correlacion
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entre forma y conceptos, es asi como toda investigacion de un concepto fisico debe reconocer
este proceder metodologico. En la fisica en particular esta correlacion entre la forma y los
conceptos dan pasos a las teorias, a este respecto, es usual encontrar una tendencia hacia la
preservacién de las teorias en cuanto a su estructura (forma y conceptos), por ejemplo: los
Principios matematicos de la filosofia natural de Isaac Newton publicado por primera vez en
1686 donde se desarrollan los principios de la mecénica en terminos del célculo diferencial,
siguen siendo usados en la ensefianza de la fisica con la misma notacion o forma, para los
mismos conceptos. La preservacion de la estructura solo se pone en duda cuando se encuentra
una incongruencia en cuanto a sus conceptos y el mundo fisico, como lo puede ser la omisién
de alguna caracteristica fundamental de la naturaleza capaz de provocar que la teoria no sea
exacta en algunos casos particulares. En tal caso se usa la teoria teniendo muy presente los
casos para los cuales se restringen sus conceptos y se aplica las matematicas de tal teoria, de
esta manera se preserva la teoria en cuanto a sus conceptos y forma. (W. Rindler, 1966) Esto
lleva a los formalismos de una teoria a permanecer en cuanto a los conceptos que expresa y si
tales conceptos presentan algan tipo de omisién, usualmente, ya se habra desarrollado una
nueva teoria con conceptos nuevos corrigiendo los anteriores y con un nuevo formalismo,
evitando cambiar los conceptos previos y junto con ellos el formalismo que los expresa, en el

ejemplo anterior la nueva teoria seria: la Teoria de la Relatividad? de Einstein.

Otro punto de vista sobre los formalismos pensandolos menos desde lo general y més desde lo
particular, es un uso preferencial para una notacion con relacion a otra, como una herramienta
heuristica que aporte a la compresion de ecuaciones y conceptos fisicos, en especial cuando la
notacion con la que se construyé alguna ecuacion o concepto presente omisiones en cuanto a
la limitacion de su propio formalismo o que por el contrario no exista la omision, aunque la
forma de expresar los conceptos termine por ser extremamente compleja, llevado a que la
comprension del tema sea inteligible, obligando al estudioso del tema a realizar operaciones
engorrosa que le permitan mayores claridades respecto al concepto. EI mas claro ejemplo sobre
un formalismo que presente omisiones respecto a las limitaciones de su notacion se encontrar
en la ecuacion de Paul A.M. Dirac® la ecuacion relativista del electrén; la cual presenta el

comportamiento del electrén en un marco relativista, ecuacion que es considerada la primera

2 Albert Einstein (1905)
31928, The Quantum Theory of the Electron



capaz de unir la teoria cuantica y relativista. Para tal hazafia, Paul A.M. Dirac introdujo un
formalismo que él mismo desarrollo, para resolver este problema, unificar la cuantica con la
relatividad, este formalismo se denomina los espinores de Dirac y expresan la forma en que se
comportan las particulas subatémicas, en particular, el electron. Para M. Carolina Spinel es
posible usar el algebra de Clifford para generalizar esta ecuacion permitiendo que no se limite
la descripcidn a los electrones. En este caso el formalismo que sirve de herramienta heuristica
seria el algebra de Clifford, con esto se evidencia que en la fisica el uso de formalismos de
manera especifica ayuda en la comprension de las ecuaciones mas alla de los alcances de sus

primeras notaciones, aquella con las que se construyen. (Spinel.1990).

En particular para esta misma ecuacion, existe una herramienta heuristica que se puede usar en
lugar del algebra de Clifford y son los espinores, en particular los de Elie Cartan* son muy
atiles por su capacidad interpretativa y su facilidad de uso (Sanchez. R, Cesar. M, 2018),
respecto a este formalismo se tiene un especial interés ya que a diferencia del algebra de
Clifford es posible encontrar conceptos fisicos fundamentales como lo son los
comportamientos de espin del electron y los grupos de transformaciéon de Lorentz o como

usualmente se llaman transformaciones restringidas de Lorentz.

Esto permite que la notacion no se limite al caso especifico de la ecuacién de Paul A.M. Dirac
y sea posible extender este concepto a casos mas avanzados en la Relatividad General y en la
Mecanica Cuantica. Ciertamente cada autor que se interesd por el formalismo espinorial,
avizora gran utilidad para los estudiosos del futuro en campos como la cosmologia, las
radiaciones gravitacionales y la geometria pura y el algebra del espacio hiperbélico de cuatro
dimensiones (Rindler, 1966) y esperan que dicho formalismo pueda ser estudiado con mayor
rigor en la academia al punto de ser, para los afios venideros, parte de una materia prerrequisito

no solo para el estudio de la fisica relativista, sino también para la fisica cuéntica.

Es por ello, que en este proyecto de grado se presenta la posibilidad de llevar los espinores al
alcance de los cursos de pregrado, con el fin de hacer visible esta formalizacion, la cual seria
capaz de convertirse en un eje fundamental para las teorias fisicas contemporaneas; si bien, los
estudiosos de la relatividad se han casado con el formalismo tensorial, educar a los nuevos

académicos en el formalismo espinorial posibilitaria que las nuevas generaciones puedan

4 The Theory of Spinors (1938)
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encontrar métodos innovadores en el estudio de la fisica e incluso poder encontrar mayores
relaciones entre la teoria cuantica y relativista por medio de este elemento. Por lo tanto, se
considera importante el estudio de las condiciones necesarias y suficientes con las cuales se
puede llevar este tema a estudiantes de pregrado, qué elementos pueden ser exceptuados al
momento de su ensefianza y cuales son imprescindibles para una comprension suficiente del

tema.

Para tal proposito se partira desde lo esencial o lo estructural del tema, y que esto sirva de piedra
angular para futuras investigaciones, para lo cual se debe retomar dos fechas histéricas. La
primera el surgimiento de las matrices de Pauli o formalizacion de los comportamientos de
espin aproximadamente desarrolladas en la primavera de 1927 (Kragh. H, 1981) que en
particular fueron los elementos que posibilitaron la formulacion de la ecuacién de Dirac y la
segunda es la primera publicacion del libro Teoria de los Espinores por parte de Elie Cartan
1938, en el que se presentan los espinores de Cartan y la posibilidad de expresar los
comportamientos de espin, es en esta brecha donde se busca relacionar la notacion de los
espinores con las matrices de Pauli, para luego indagar en mayores profundidades de la
notacion su estructura matematica, intentando precisar el sentido fisico matematico del

elemento. Por lo cual se presenta la siguiente pregunta problema:

¢ Cuales son las condiciones necesarias que se deben tener en cuenta en torno al
espinor de Cartan y su sentido fisico, como un formalismo para la ensefianza y

aprendizaje de la fisica moderna?

2. OBJETIVOS

2.1. GENERAL

Realizar un analisis sistematico de la notacion espinorial vislumbrando los aspectos mas
relevantes al momento de abordarlo, como formalismo para la ensefianza de la fisica

moderna.
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2.2. ESPECIFICOS

2.2.1. Obijetivo Especifico 1:

Realizar una revision bibliografica alrededor de libros de texto establecidos para el

tema, asi como documentos que desde la historia brinden un acercamiento a la
notacién espinorial a partir de los espinores de Cartan, usando el método meta-

analitico.

2.2.2. Obijetivo Especifico 2:

Presentar las reflexiones que permitan detallar los elementos constitutivos para el
espinor de Cartan, priorizando su formalizacion en torno a la interpretacion y

estructura matematica en el campo diciplinar.

2.2.3. Obijetivo Especifico 3:

Presentar una propuesta para la ensefianza y aprendizaje de los espinores desde la
notacion de Cartan, sefialando una posible ruta que considere los elementos relevantes

para ser usados en fisica moderna, haciendo uso de herramientas metacognitivas.

4. ANTECEDENTES

Los documentos que se toman como antecedentes son cuatro articulos que, desde su
argumentacion particular, pretenden introducir el formalismo espinorial, en especifico aquellos
afines a la teoria de los espinores de Cartan. Los primeros dos pertenecen a una revista de
ensefianza mexicana, en los que se buscaba divulgar el trabajo realizado por Penrose y Rindler
en dicho articulo se pone de presente los alcances de la notacién espinorial de manera
descriptiva y matematica teniendo presente que los trabajos de Penrose y Rindler son una
profundizacion de la teoria espinorial de Elie Cartan, situando la teoria de Cartan en un estudio
del espacio-tiempo en términos de los espinores. El tercero es un articulo de una revista de la
ciudad de México en el que se presenta la transformacion de la ecuacion de Dirac a espinores,
sirviéndose de muchas de las elaboraciones realizadas por Cartan, sin embargo, se hacen
manifiestas las preocupaciones del autor frente a la comprension de los espinores, es decir, del

abordaje de esta teoria, predominantemente matematica poco intuitiva. El tltimo documento es
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el articulo de Rindler en que se expresan las razones por las cuales se deberia introducir el
formalismo espinorial en la ensefianza, dando su propia introduccion la cual es demasiado

general.

4.1. Aportes de Penrose y Rindler a la teoria de Twistores

Sanchez. R, Cesar. M, Aportes de Penrose y Rindler a la teoria de Twistoress, 2018,
Ciudad de México, Latin-American Journal of Physics Education.

En este articulo se presenta dos formas alternativas en las que se pueden representar los
problemas concernientes a la relatividad general, a saber, la conveniencia de usar Espinores o
Twistores en lugar de Tensores. Intentado, de forma conjunta, evidenciar la eficacia de los
Twistores al momento de estudiar el espacio-tiempo, sin embrago estos no se trabajaran en el
presente trabajo. Ademas, como muchos articulos y documentos sobre los espinores, obvia las
concepciones propedéuticas sobre la naturaleza del Espinor. No obstante, presenta una ruta para
la comprension de los espinores (A saber, en el orden presentado: correspondencia de las
coordenadas de espacio tiempo con los espinores, algebra de los espinores, base de los
espinores y tétrada nula del espacio tiempo) Por lo tanto, este documento se asume como un
marco Yy guia para referenciar los conceptos matematicos a los cuales se debe llegar, interpretar
y explicitar. Este documento ayuda argumentar la idea en la que se asume al espinor como un
formalismo alternativo al tensorial, aunque sin explicitar cuales son esos distintivos particulares

que diferencian ambos formalismos.

4.2. La Descripcion Espinorial del espacio-tiempo de Penrose y Rindler

Sanchez. R, Mora. C, Serrano. J, 2019, La Descripcion Espinorial del espacio-tiempo de
Penrose y Rindler, Ciudad de México, Latin-American Journal of Physics Education.

En este articulo se presenta de forma discursiva el proceso historico por el cual se definen los
espinores presentando los atributos mas importantes para esta notacion, partiendo de la
ecuacion de Klein-Gordon, pasando a su linealizacion en la ecuacion de Dirac, para luego
hablar de los espinores de Dirac y sus descomposicion es espinores mas pequefios, los espinores
de Catan, y termina con la aplicacion de esta teoria para describir propiedades geométricas

importantes en la relatividad general, como lo es la curvatura y la torsién en términos de los

5 Forma diferencial de los espinores.
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espinores de descomposicion de los espinores de Dirac. Dentro de los detalles que se pueden
encontrar estan, por ejemplo: su aspecto complejo en la primigenia y sus aspectos reales
covariantes en las interpretaciones mas actuales. Este documento supone una guia
metodoldgica que condujo el proceso de la investigacion partiendo de un presupuesto historico,
resaltando el valor fisico de la notacién, similar a la propuesta del articulo, pero desde las
consideraciones fisica matematicas en un sentido mas amplio y especifico. En el articulo, se
destina una seccién para mencionar la existencia de una teoria espinorial con mayor alcance
interpretativo desde la geometria, se habla de la teoria de Cartan y en especial del espacio
espinorial de Cartan. Un tema que se puede matizar un poco mas con el fin de mejorar la
comprension que posibilita este articulo. Por lo tanto, de este documento rescata la idea de que
es necesario profundizar en la descomposicion de los espinores de Dirac e indagar sobre la

teoria que permite tal descomposicion.

4.3. De la ecuacién de Dirac a los espinores

G.F. Torres del Castillo (1986) De La Ecuacién de Dirac a los Espinores, Puebla, Revista
Mexicana de fisica No. 1 (1987)

En este articulo se evidencia la utilidad de los espinores en un estudio de caso que es
considerado un punto de encuentro en lo que se refiere a los espinores: La Ecuacion de Dirac
Covariante, donde se muestra de manera detallada y sistematica como se puede transformar
esta ecuacion en una que dependa de los espinores de dos componentes y no de los espinores
de Dirac de cuatro componentes. En especial las dos caracteristicas evidentes en su
planteamiento son los grupos de transformacion de Lorentz y los comportamientos de espin,
En el documento se presentan de manera referencial pero no explicita cuales con las razones
por las que esta transformacién matematica es posible, como la teoria espinorial se construye
para gque sea posible una trasformacién semejante. No obstante, presenta una explicacion clara
de lo que implica su uso, ademas, como con la teoria espinorial se pueden reformular otras
teorias de la fisica como lo es el electromagnetismo. Deja claro desde el principio la
preocupacién sobre la dificil interpretacion de los formalismos espinoriales para dar cuenta de
la naturaleza de estos objetos matematicos, en cuanto a las explicaciones del sentido fisico de
las teorias reformuladas con los espinores, se limita a describir los procedimientos

matematicos. En este orden de ideas, este articulo comparte la misma preocupacion sobre el
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sentido de los espinores su comprension, mas alla de las operatividades matematicas. En la
Tabla 1 se presentan las diferentes formas en las que se puede expresar la ecuacion de Dirac,

lo cual es el eje central del articulo y de lo cual se hablara a profundidad en el numeral 7,

capitulo 1.
Tabla 1 Ecuacidn de Dirac para una particula libre en su forma covariante y espinorial
Ecuacion de Dirac para una Ecuacion de Dirac para una Particula Libre
Particula Libre en Forma en Forma Espinorial
Covariante
0y g _me
U _ — 04 =—x
ihy pyom mcyp =0 5P PR
_ ; mc
Y = Espinores 04pXg = 7(}_’)3
= Matrices de Dirac .
Y x4 = Componente espinorial izquierda de P
¢p = Componente espinorial derecha de

4.4.What are Spinors?

W. Rindler, 1966, What are Spinors? Southwest Center for Advanced Studies, Dallas,
Texas. (No. 75230)

En el articulo se argumenta por qué los espinores deben ser considerados los “building bricks”,
esta argumentacion presenta el sesgo metodologico bajo el cual no es necesario comprobar que
un principio se aplica a todas la leyes habidas y por haber de la fisica, testeandolas
individualmente, por el contrario, afirma que toda notacion que en su estructura presente las
simetrias de una teoria fisica puede considerarse “building bricks” y por lo tanto, solo se
requiere el expresar la leyes en tal notacidn para comprobar que se cumple la teoria, es por ellos
que el espinor es un simil heuristico del tensor. Este articulo ademas es Util por presentar el
algebra de los espinores como anexo, ademas de presentar algunas de las ecuaciones que se
pueden pasar de los tensores a los espinores evidenciado que se reduce el nimero de elementos
como en el tensor de Maxwell o en la ecuacion de Dirac. Se destaca que la presentacion del
algebra en ente articulo se limita a un cuarto de pagina lo cual se califica de insuficiente como

propedéutica al formalismo espinorial.
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Este ultimo apunte, apela a la necesidad de que es absolutamente necesario crear una ruta de
aprendizaje que muestre con mayor claridad una guia que aspire a subsanar la esperanza de un
aprendizaje suficiente de la teoria espinorial que permita comprender la naturaleza de estos

objetos matematicos.

5. MARCO TEORICO

Uno de los elementos tedricos a tratar previamente, que permite dar un panorama ampliado del
sentido fisico de los espinores debido a su estrecha relacién, ademas de ser una de las teorias
que aparecen de manera natural al indagar sobre el formalismo de los espinores, es la teoria del
momento angular; especificamente aquella que versa sobre los comportamientos de particulas
con espin Y%. Las teorias del momento angular cuéntico y clasico se diferencian
fundamentalmente en que los comportamientos, para la clésica, se pueden describir a partir de
las tres componentes espaciales cartesianas, mientras que en la teoria cuéntica las tres
componentes espaciales (formalmente se habla de los observables), no estan perfectamente
definidas, a diferencia del caso clasico (Spinel, 2010). Es decir que, para el formalismo de la
mecanica cuantica los operadores pueden ser compatibles e incompatibles. En mecanica clésica
los observables son en general compatibles, mientras que en mecénica cuantica varios de los
operadores u observables son incompatibles, razon por la cual se debe definir una nueva
operacion. Dicha relacion de compatibilidad e incompatibilidad logra su definicion gracias a la
operacién antisimétrica denominada conmutador, en consecuencia, con lo anterior, se debe
tener presente que: dos observables son compatibles si su conmutador es nulo, por el contrario,
si el conmutador no es nulo los observables son incompatibles. Por lo cual, se muestra a
continuacion como se definen los observables desde los operadores (teniendo presente que los
operadores que se trabajaran tienen la importante funcion de generar las rotaciones en el
espacio en el que son definidos “generadores del grupo®”) y las relaciones de conmutacion de
los generadores de rotacidn (estos presentes en la teoria como consecuencia de estar cimentada
en la teoria de los grupos de Lie, donde adquiere su definicion: aquella en la que se le asume

como un algebra asociativa y no conmutativa, con elemento identidad, donde es definida una

® En algunos textos también se suelen llamar ecuaciones de estructura.
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operacion “corchetes de Lie” que se suele representar de la siguiente forma "[ , ]"")
(Rodriguez, 2007)

Aqui, se evidencian algunas de las cualidades importantes para la teoria cuantica del momento
angular, principalmente las relaciones de conmutacion para los observables, que

posteriormente se relacionaran con la teoria de los espinores (Capitulo 1).

A continuacion, se iniciara con la definicién de los grupos de rotacion expresando sus
propiedades y su correlacion con los grupos de Lie, para luego presentar el operador de
momento angular; elemento que en conjunto con los grupos de rotacion daran paso a la
formulacion del operador de rotacion R(¢,n), ya con éste se da la primera definicion
aproximada de espinor; el operador de momento angular J sera el objeto que estara bajo la
operacion definida por el algebra asociativa no conmutativa y con identidad. Esta es una de las
razones por las que en el siguiente apartado se menciona los angulos infinitesimales ya que,
gracias a estos, es posible establecer una relacion con la identidad y es posible definir al
operador J de tal forma que pueda aplicada la operacion definida[ , ], teniendo en cuenta que

J es una matriz antisimétrica, presentadas en las propiedades del grupo nimero .

5.1. El Operador de Rotacion:

Se iniciara aqui con la definicidn de los grupos, pues, ellos daran las propiedades circunscritas
al operador de rotacion, dichos grupos son una suerte de estructuras algebraicas G y poseen
como operacion el producto. Esta estructura algebraica presenta cuatro propiedades (Garcia,
2017). Para efectos practicos se presenta un cuadro comparativo en el Anexo A, entre la
notacion para las propiedades en general y como se aplican al operador de rotacion ver (Tabla
4) Cuadro Comparativo Presentando las Propiedades de los Grupos Algebraicos y las
Propiedades de los Operadores de Rotacion).

7 La operacién de conmutacién “los corchetes de Lie” debe comprobar la anti-simetria y |a identidad de Jacobi
(Rodriguez, 2007)
[4,B] = —[B, 4]
[4,[B,c1] +[B,[c, Al] +[C,[A,B]] =0
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Teniendo lo anterior presente y recordando que en mecanica clasica se tiene un tipo de rotacion
representado por la matriz A,(a), la cual da cuenta de una rotacion alrededor de un eje

(usualmente z) con un angulo «a,

cos(a) —sin(a) O
Ay (a) = (sin(a) cos(a) 0) (5.1)
0 0 1

De igual forma el operador de rotacion I?ni (¢;, n) debera representar la rotacion en un angulo

alrededor de un eje, que particularmente, esta orientado en la direccién del vector unitario n:

este vector debe cumplir que ||7]|? = 1 (Ver figura 1)

5.2. El Operador Momento Angular total:

Continuando con el razonamiento anterior se introduce una definicidn, a saber, la del operador
de momento angular total de un sistema de manera genérica: lo que implica que para un sistema
de particulas situadas en torno a un eje y que presenten momento angular independiente, se
define, la suma vectorial de los momentos angulares de todas las particulas individuales
(Spinel, 2010),

J=]é + )6+ +]i& (5.2)

Donde e; es el i-ésimo eje componente de cada una de las particulas individuales. Adicional a
esto, es necesario definir un operador de proyeccion j,, que da cuenta de la proyeccion del
momento angular total J del sistema de particulas dado, sobre un vector unitario A el cual
pertenece a R3 en direccion del eje de rotacion 7, de esta forma damos continuidad a la
afirmacion que presenta la introduccion de este marco teorico y definimos todos los posibles
momentos angulares de las particulas en funcién de un solo sistema mediado por el eje n para
]R3

N

Jn =, 70) (5.2.1)

Se debe tener en cuenta que los paréntesis {,) expresan el producto interno de dos vectores.
Para explicitar lo anterior en la Ec. (5.2.2) se presenta la forma como se deduce el producto

interno con el vector unitario fi expresado en funcion del sistema de coordenadas cartesianas,
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la deduccion geométrica de estas proyecciones se presenta en la Figura 1. Nétese ademas que
los pardmetros, tomando los ejes cartesianos, son en total tres (xq, x5, x3) , mientras que al
emplear un eje de rotacion reducimos sus parametros a, unicamente, dos (a, ) que indican
dos angulos, esto es importante debido al hecho de que ciertos grupos de Lie pueden ser

calificados a partir del nimero de parametros libres:

jn = j1 cos(a) sen(B){e;, e;) +fzsen(a)sen(ﬁ)(§2, ez) +f3 cos(p) (e, e3) (5.2.2)

|XS

| n=mn8 +n,8, +n3é; 4

ny = sin(f) cos(a) .
n, = sin(p) sin(a)
nz = cos(f)

n3

Figura 1. Proyeccion del vector n en coordenadas esféricas con respecto a un sistema de coordenada
rectangular (Construccion propia).

Ahora formalmente se presenta, el operador de rotacion para la teoria cuantica el cual integra
en su definicion los dos elementos tedricos presentados con antelacion: los grupos algebraicos
(las propiedades enunciadas) y los operadores J, J,: momento angular total de un sistema y
proyeccion del momento angular total sobre el vector unitario de 7 en R3 respectivamente, el
primero implicito en la definicion del segundo, los cuales hacen parte del argumento de la
funcién exponencial con la que con frecuencia se suele denotar al operador de rotacion en

mecanica cuantica, para rotaciones finitas:

R, (¢) = e Wn® (5.2.3)

O de forma equivalente para angulos muy pequefios € « 1les decir para rotaciones
infinitesimales,

R,(e)=1- E fne (5.2.4)
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Por tanto, este operador de rotacion dara cuenta de las rotaciones del espacio en R3 en funcidn
del operador de momento angular que se encuentra en su argumento, estas rotaciones se daran
en un angulo ¢ o por conveniencia operacional en &ngulos muy pequefios €. EI emplear estos
angulos infinitamente pequefios tiene a la base la necesidad de definir la ecuacion (5.2.3) a
partir de la ecuacioén (5.2.4) la cual nos permite definir una matriz de rotacién clasica (en cuyo
argumento se encuentran funciones trigonométricas, ver Ec.(5.2.2)) como la suma entre la
matriz identidad 1 y el producto del angulo infinitesimal por una matriz antisimétrica j,,, 0
generador de rotacion Ec.(5.2.4). Esto como consecuencia de evaluar las expresiones
trigonométricas de la matriz de rotacion con los angulos infinitesimales &, este tratamiento se
verd con mas detalle en la seccion siguiente (para profundizar en los generadores de la rotacion
ver Anexo C. Generadores de la rotacion, Rotaciones en el espacio ), ndtese que el expresar el
operador de rotacién como la suma entre la identidad méas un término que contiene el angulo,
procura que se cumpla la propiedad para los grupos, nimero Ill (ver Tabla.1 Anexo A)

denominada identidad o elemento neutro como operador de identidad.

A continuacion, se indagara en las relaciones de conmutacién para el momento angular en su
acepcion mas operacional y explicita posible, puesto que estos resultados se retomaran en los

subsecuentes capitulos: alli se explicitara su interpretacion dentro de la teoria de los espinores.

En particular se indagara sobre la relacion existente entre el nimero de variables discretas para
el momento angular cinético (2s + 1) con las representaciones irreducibles que son invariantes
bajo rotaciones y reversiones, en el que se argumentara que es posible construir
representaciones como consecuencia del producto de representaciones irreducibles (2s +
1)(2s" + 1).

5.3. La Relacion de Conmutacion para el Momento Angular

Al comienzo del marco teorico se realizaron dos afirmaciones importantes con respecto a la
naturaleza del momento angular referido a la cuantica y como se diferenciaba de la teoria del
momento angular de la clasica. Se establecié que, se hacia mencion a la definicion del
momento en funcion de las componentes cartesianas en mecénica cldsica y mecénica cuantica,
aunque en la clasica existia una descripcion precisa de las componentes cartesianas de esta

magnitud, mientras que, en mecanica cuantica no estan definidas simultdneamente, afiadiendo
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a esta Ultima afirmacion el hecho de ser “mutuamente incompatibles” (Spinel, 2010), con lo
cual se postula al comienzo de la siguiente deduccién que la forma en que sus componentes se
relacionan es de forma anti-conmutativa, por consiguiente, se emplearan las propiedades del
grupo algebraico definido con anterioridad y se deducen los observables para el momento

angular total de un sistema cuantico.

Se parte desde las matrices de rotacion para el sistema coordenado cartesiano A4,, donde las
rotaciones en consideracion son del tipo infinitesimal, es decir que cos(e) = 1y sen(e) = ¢
(Ver Tabla 9. Anexo C, para este caso se busca que los operadores de rotacion no conmuten,
esto se logra expresando coseno de un angulo infinitesimal en forma de serie con el polinomio
de Taylor (Anexo B- Ec.(F)) considerando solo hasta su segunda aproximacion (Spinel, 2010),

llegando las matrices de rotacion de la forma

1 0 0 g?
2 1—-—— O £
0 1-— —¢ 2
A(e) = 2 Ay(e) = 0 1 0
0 1 e 0 1 e’
£ 5 €
£2
1-— — 0
3 €
Az(g)_ 1 82 0
¢ 2
0 0 1

Con lo cual, a continuacién, se demuestra la anti-conmutatividad del primer orden de la
aproximacion de la funcion coseno para A, y A,,: con la intencion de evidenciar que la no anti-

conmutatividad del primer orden se da por aproximacion:

Ax(8)Ay, () — Ay (e)Ax(e) (5.3)
1 0 O 1 0 ¢ 1 0 &\/1 0 0
<0 1 —s)(O 1 0)—(0 1 0>(0 1 —s)
0 ¢ 1 - 0 1 — 0 1/\0 ¢ 1
1 0 ¢ 1 &2 ¢
- ¢ 1 - ¢ 1
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Aqui se hizo la simplificacion de los términos que estaban en el segundo orden, tomando en
consideracion Unicamente los de primer orden, por lo tanto, siguiendo el razonamiento

anterior, se haréa la revision del segundo orden con el fin de establecer una relacion:

Ax(s)Ay(g) - Ay (S)Ax (5)

1 0 0 2 2 1 0 0
/ ¢’ \/1‘7 0 ¢ \ =7 0 ¢ \/ £’
0 1-7 ~¢ o 1 o0 |-] o 1 o 0 1-% ¢
g? g? g2 g?
0 & 1—? —& 0 1—7 —& 0 1—? 0 & 1—7
) 2 ) , g2 , &3
2 € 2 ¢ €772
2 1 e +$3 - 0 1 e
€ 5 €+~ 5 €
\—e+i € 1—£2+§/ \—s s—i 1—82+i
2 4 2 4
3
€
0 —e2 —
£ 72
3
€
2 0 _1=10
€ 5 (0]
g3 &3
— Z 0
2 2

Al igual que en la primera aproximacién se eliminan los términos de segundo orden o

superiores, en consecuencia, esta Ultima matriz toma la forma:

Ay (e?) -1

Por lo tanto, se tiene:

A (8)Ay () — Ay (e)Ar(e) = A,(e?) -1 (5.3.1)
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Esto implica que se obtiene la matriz generadora de la rotacién entorno al eje z, pero al
cuadrado. Luego procedemos, con el equivalente cuantico de los grupos clasicos con lo que se
busca obtener las relaciones de conmutacion con los operadores de rotacion, el desarrollo
completo se puede ver en el Anexo A, Tabla 2: Deduccidn de las relaciones de conmutacion

de los operadores de momento angular total a partir de los operadores de rotacion.

En este caso, las componentes cartesianas del momento angular se resumen, en funcion de la

relacion de conmutacion:
i dj] = iheijicfi (5.3.2)

Recapitulando, la deduccion que precede se realiza desde las propiedades del grupo de

matrices de rotacion clasicas (Ma. Spinel.pag.339) y se puede afirmar que:

- Laecuacion deducida resume las propiedades del grupo.

- Laecuacion define el algebra que satisface los generadores del grupo de rotacion.

(Spinel, 2010)

Finalmente, se menciona la importancia de la ecuacion (5.3.2) ya que ella permite deducir el
formalismo de Pauli, el cual surge de la representacion matricial de los estados y los operadores

del momento angular de espin, lo cual se trabajara a continuacion.

5.4. Matrices de Pauli

Para la obtencion de las matrices de Pauli se debe tener presente la manera en que conmutan

los generadores de la rotacion en el caso de R3? los cuales representan lo obtenido en la Ec.
(5.3.2) de manera explicita j,;:

0 -1 0 0 0 1 0 O 0 -1 0 0 0 O
<1 0 0)(0 0 O)—(O 0 >(1 0 0>=<0 0 1)
0 0 0/\-1 0 0 -1 0 0 0 O 0 -1 0
0 0 -1N/0 O O 0 0 0y/0 0 -1 0 -1 0
(0 0 O )(0 0 1>—<0 0 1)(0 0 O >=<1 0 0)
1 0 O 0 -1 0 0 -1 0/\1 0 O 0 0 O
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0 0 O 0 -1 0 0 -1 0/0 0 O 0 0 1
0 0 -1){1 0 O —(1 0 O) (0 0 —1) =10 00
01 0 0 0 O 0 0 0/\0 1 O -1 0 O

De manera compacta, se presentan como:

jxjy _jij =Jz (5.4)
jyjz _jzjy = Jx 54.1)
Jzix = JxJz = jy (54.2)

Por su parte, el momento angular intrinseco notado por $,, debe cumplir con esta misma ley
de conmutacion ya que hemos demostrado en la seccion anterior que el momento angular para
el caso de la mecéanica cuantica obedece a la ecuacién deducida (5.3.2) lo que en términos
practicos hemos notado por las Ec. (5.4),(5.4.1),(5.4.2), ademas téngase en cuenta que
experimentalmente conocemos el autovalor S,(5.4.6), en consecuencia las reglas de

conmutacién para el momento angular intrinseco quedan expresadas de la siguiente forma:

A A A

5¢Sy — 8,8:~$, (5.4.3)
8,8, — $,8,~S, (5.4.4)
52Sx — 5xS~8, (5.4.5)

De estas ecuaciones, se requiere la deduccion de §‘y y S, ya que conocemos a S, la cual se
obtiene de manera empirica en 1922 gracias al experimento de Stern- Gerlach, este desarrollo
se encuentra completo en el Anexo 1, Tabla 3, Deduccion de las relaciones de conmutacién de

los operadores de momento angular intrinseco a partir de las relaciones de anti-conmutacion
heredades del momento angular total, Por tanto, la matriz que representa el operador S, queda

expresada como:
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h 0
& _ | 2
S, = (5.4.6)
0 =3
trazaS, =0 (5.4.7)
A h?
det$, = —— (5.4.8)

Esta matriz, ademas, adiciona la necesidad, por simetria, que las matrices Sy y S, deberian

tener el mismo determinante, la misma traza S, y ser invariantes bajo transformaciones
unitarias al igual que S,. Por lo tanto, se empleara la matriz hermitiana o auto-adjunta para
atender a las condiciones previamente presentadas®, de esta forma se busca construir un
sistema maximal completo tal que los operadores que se estan construyendo correspondan a
observables en la mecénica cuantica, para ello se emplea el hecho de que los valores propios
de una matriz hermitica son reales, se elige, una matriz hermitica 2x2 con entradas
indeterminadas a, b, c, que se determinaran a partir de las propiedades de $,. Por lo tanto, de

manera general se propone la matriz Sy en la base de estados propios de S, asi:

s=(,%. "* (5.4.9)

8Se debe tener presente que las matrices que se buscan determinar son operadores simétricos, en el caso del espacio
Euclideo (E) la condicion para que el operador T sea simétrico radica en que sea igual a su transpuesto, Esto ultimo
explica el momento angular en mecénica clasica. (discusién que apoya lo mencionado al comienzo del capitulo) por
lo tanto, como consecuencia del operador:
@ T essimétrico siy solo si la matriz asociada A a T es ortogonal:
@ Si B es una base cualquiera de un espacio E, G es la matriz de Gram, en la base B y A es la matriz asociada
del operador T en B, entonces, T es ortogonal « GA = A'G
@ Dos subespacios propios de T que corresponden a valores propios distintos son ortogonales
o Todo operador simétrico en un espacio Euclideo de dimension n posee n valores propios reales
o El subespacio ortogonal a un vector propio de un operador simétrico T en un espacio Euclideo es
invariante por este operador
Para espacios de dimension finita, especificamente en el espacio de Hilbert, para que el operador simétrico con el
que se esta trabajando sea un observable en mecanica cuantica, es necesario que cuando se realice su
descomposicidn espectral, sus autovalores sean reales, y sus autovectores sean ortogonales. Por lo cual se propone
la expresion de la ecuacion (5.4.9), la cual cumple con los requisitos para ser un observable.
(Sadenz, 2022)
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traza S, = 0 (5.4.10)

detS, = —a? —b* —c? = —— (5.4.11)
De la misma forma, se obtiene la matriz que representaa S,

Se=—in(_ 0 e (5.4.12)

—ib——c 0
Usando las expresiones (5.4.9) y (5.4.12) y empleando la relacion de composicion (5.4.3),
se debe cumplir la relacion de conmutacion entre los operadores S, y §y, (el cual se desarrolla

completamente en el Anexo 1, Tabla 5), obteniendo el siguiente resultado para el conmutador:

2 2

E(b2 + c?) —Ea(b +ic)

2 2 (5.4.13)

_fh i _fm2 2
. (b —ic) - (b% + ¢*)

Por lo tanto, teniendo en cuenta el resultado anterior, y la ecuacion (5.4.3) se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones:

0
h
2

2b2+ 2 2 b+i
h( c“) ha( ic)

(5.4.14)

© N

2b j 2b2+2
h( ic) h( c*)

De esta forma, es ineludible que el coeficiente "a" sea igual a cero para cumplir con la igualdad.

Con lo cual se redefinen las matrices para §‘y y S, de la siguiente manera:

S=(_ "5 (5.4.15)
-0, 0. 7t (5.4.16)

A partir de las definiciones(5.4.14) y (5.4.15), Pauli eligi6, histéricamente, para los

coeficientes que satisfacen la relacion:
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b=0 (5.4.19)
c=—= (5.4.20)

Sin embargo, si se emplea la relacion que impone al coeficiente "a" ser inevitablemente igual
a cero, los coeficientes pueden ser opcionalmente descritos por la siguiente definicion (Garcia,

2017):

hZ
b? + c? = T (5.4.21)

Que equivaldria al determinate de las matrices S, S, y S,. Ec.(5.4.11) y (5.4.8). Finalmente,
la representacion matricial de los operadores que expresan el momento angular intrinseco,

seran para las componentes cartesianas las siguientes:

S, = ;((1’ (1)) (5.4.22)
8, = g(? ) (5.4.23)
¢ oo

= 2(0 _1) (5.4.24)

Estos operadores, al igual que j,,, serdn los generadores de la rotacion de los sistemas cuanticos

con espin %.

5.6. Estado Arbitrario de un Sistema con Espin %2

Retomando el operador de rotacion el cual representa la rotacion sobre el eje z para un angulo

finito ¢, como:

R.(p)=e R (5.4.25)
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En este caso al tratar con un sistema con espin %, en lugar de emplear el operador de
proyeccion j,, emplearemos el operador de momento intrinseco o de espin S,. De esta forma

se expresa el operador de rotacion como:

R,(§) = e 5 (5.4.26)

La representacion del estado arbitrario de espin se expresa como el ket |i) y su respectivo ket
imagen se define por la aplicacién que involucra el operador de rotacion. Asi que, la

representacion del estado arbitrario sera: (Spinel, 2010)

) = Ru (D))

i

) = e B [y)

Ahora se establecen las bases de los kets propios para que de esta forma se pueda determinar

el estado arbitrario de espin:

|ll)> = C+|Sz +) + C—lsz _)
ia in
[p) = Cye TB7®|s, +) + C_e T77®|s, )

i¢ i}
[P) = Cre 2s, +) + C_e 2[s, —)

Aqui los estados |s, +) y |s, —) representan los estados propios del operador de espin S,. En
este paso se remplazaran los valores de S, que son 2/2 y —h/2 respectivamente. Con lo cual

se concluye que:

“...comparado con el estado original, se observa que el efecto de la rotacion es
cambiar la fase relativa de los estados componentes, de manera que la
superposicion que define el estado imagen es en general diferente del estado
original...” (Spinel, 2010)

De esta manera, se presenta que el estado de espin es arbitrario y no depende del estado

originalmente definido; y como segunda conclusion:
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“...el ket imagen es igual al ket original, cada vez que el ¢ es un multiplo entero

de 47, mientras que el valor esperado en... [°
(51 =) AulSi)
K

]... coinciden con los valores originales cada vez que ¢ es un multiplo entero de
2m, por lo tanto, el periodo para los kets es el doble del periodo de los valores

esperados cuanticos o de las matrices de rotacion clasicas...” (Ma. Spinel. Pag.342)

Fiablemente ya deducido el formalismo de Pauli, expresadas las propiedades asociadas al
momento angular de espin y dejado de forma detallada como se hallaron estos, se han
manifestado los aspectos mas importantes de la teoria del momento angular cuantico, sin que
se pueda afirmar mas del espin 1/2 desde la teoria. Procedemos a conectar estas nociones y
conceptos con el de la teoria de los espinores, donde las regularidades y conexiones, mas que
confirmar la teoria, buscan enriquecer conceptualmente la definicién desde una perspectiva no
dimensionada de la teoria inicialmente tratada. Es solo desde este estudio cuidadoso que se

puede empezar a indagar las hipotesis planteadas para el presente trabajo de grado.

6. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Para este proyecto y su naturaleza se uso la metodologia cuantitativa analitica de tal forma que
se pudo estudiar a los espinores como fendmenos debido a sus atributos, los pasos que guiaron

esta metodologia segin Mufioz-Razo (1998) fueron:

e Para la observacion del fendmeno se recurrié a los escritos de Elie Cartan, particularmente
el escrito postumo titulado “teoria de los espinores”, tratando de discernir como los
espinores se emplean en su teoria; el papel y definicion que le merecen en funcién de esta,
limitando los alcances de la indagacion a fin de debelar aspectos generales como lo son
naturaleza, elementos necesarios para definicion, algebra y operatividad a nivel

propedéutico.

% Se emplean los paréntesis cuadrados “[...]” para hacer un alto en la cita e introducir la aclaracién
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Con base en lo anterior, conociendo las componentes y comportamientos que describen al
espinor, se procedid a caracterizar individualmente estos aspectos; presentando de forma
maés detallada sus atributos y la matematica que subyace. Profundizando tanto como sea
posible, particularmente sobre el momento angular intrinseco que se asume de forma
natural en la teoria, con un interés especial por la forma natural con la que se encuentran
las matrices de Pauli, es decir, de los observables de este momento angular intrinseco.
Luego se realizd un examen riguroso de cada uno de los elementos que le componen desde
el punto de vista fisico y pedagogico en aspectos como claridad de la notacion, lo explicito
de sus contenidos y la facilidad de acceso.

Para continuar se requirio que se descomponga el examen previo en componentes y partes
formales con el fin de evitar ambigiedades en tales analisis, haciendo indispensable
extenderse en cuanto fue necesario en formas explicativas de elementos accesorios, si estos
dan claridad a los elementos de los que se derivan.

Con la descomposicion y analisis se procedio a mirar como sus componentes se relacionan
y cOmo son ese tipo de relaciones, si son contingentes o necesarias.

Con esto se pudo clasificar las partes gracias al proceso de andlisis realizado. Para ello se
hizo indispensable el uso de la herramienta metodoldgica meta-analitica, en la cual se sirvio
como instrumento de recoleccion de informacidn la ficha bibliografica y posteriormente de
herramientas metacognitivas para la clasificacion y categorizacion, enfocandose en
documentos que tengan como intencion realizar una presentacion propedéutica del espinor.
Finalmente se concluyé con los resultados obtenidos, donde primero se deja una
explicacion del fendmeno observado y segundo se presentan algunas recomendaciones
acerca de la notacion al momento de introducirla en el aula. Esto se entiende como la ruta
sugerida para el proceso de aprendizaje en funcion de la clasificacion y categorizacion de

los documentos.
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7. CAPITULO I. SOBRE LA IMPORTANCIA DE LOS
ESPINORES

En este capitulo se pondra de presente la importancia de la ensefianza de los espinores en la
educacion superior, esgrimiendo entre las dificultades de la ensefianza desde una perspectiva
global, hasta llegar al caso particular de los espinores, concepto en el que se centra el trabajo.
Posteriormente se pasa a dar un primer esbozo del espinor, centrado en los trabajos de Elie
Joseph Cartan, uno de los principales autores que han aportado en la comprension de este

concepto.

La bdsqueda de una teoria del momento angular intrinseco a comienzos del siglo XX dio como
resultado la formulacion de la famosa ecuacion de Dirac, esta ecuacion requirié para su
comprension, diversas reformulaciones a partir del algebra de Clifford. Quienes realizaron
estas reformulaciones también dieron sus propias definiciones de espinores, entre ellas los 3-
espinores de los cuales es posible deducir posteriormente los 4-espinores de Van Der Wearden,
los espinores derechos e izquierdos de Weyl, los espinores de Majorana definidos a partir de
los espinores de Weyl, ademas de los espinores de Dirac. Para que finalmente entre los afios
de 1928 y 1933 fisicos como Weyl, Fock, Schddinger entre otros demostraron que la ecuacion
de onda para el electron de Dirac se podia incorporar dentro del marco de la relatividad general

(Castillo, 1986) , y de los que nos ocupamos en este trabajo, los espinores de Cartan'?.,

Enfatizando particularmente en este periodo histdrico, se destaca el trabajo de Elie Cartan
sobre la teoria de los espinores realizado durante la primera década del siglo XX (Streater,
1966). Asi, para dar respuesta a la pregunta que guia el presente trabajo, se requiere
profundizar tanto mas en las implicaciones fundamentales que trajo consigo la teoria de Cartan,

usualmente calificada como generadora de una revolucion cognitiva en el campo disciplinar

10'Un algebra asociada a un espacio vectorial cuadratico (V, h), es un par (A, J) que serd un élgebra que satisfaga
ciertas reglas de compatibilidad con (J un mapa lineal, donde A es un algebra unital, asociativa y real y ;J es una
aplicacién lineal e inyectiva que satisface las siguientes propiedades. 1). 14, ¢ J(V) c A (La identidad de A no
pertenece a laimagen de ). ii). J(v)? = h(v,v) 14 con v € V (Los elementos en la imagen de J satisfacen la regla
de compatibilidad con los elementos existentes en A)” Regla de composicion”. lii). J(V) genera A (laimagen de V
por J genera A. (Carlos Shahbazi, 2021, dlgebras de Clifford y Grupos de espin)

11 En algunos textos también mencionados como bi-espinores
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(Cuesta-Beltran, 2018), a causa de ser capaz de evidenciar una idea de la naturaleza del

espacio-tiempo en funcién del momento angular intrinseco de los electrones.

La teoria espinorial presenta un antes y un después en cuanto a la forma de concebir los
fendmenos fisicos, es decir, los conceptos que habian sido acumulados y progresivamente
consolidados, como se muestra en el marco teérico, para afianzarlos firmemente por parte de
la cultura cientifica en general; referenciada como conocimiento fisico aceptado, que fue
desplazada a un marco muy concreto por estas nuevas ideas y, en consecuencia, Sus
concepciones se reducen a la par con su propio alcance; donde conceptos como localidad,
estado, determinismo junto con causalidad, trayectoria y espacio-tiempo, etc. ( (Greca.M,
2002) se abordan de una manera diferente gracias a la fisica moderna, en contraste al abordaje

clésico.

En ese orden de ideas, una teoria de estas caracteristicas, a saber, capaz de modificar tan
profundamente en el pensamiento cientifico, sin lugar a duda puede ser llevada a las academias
especializadas para su ensefianza, de tal forma que los futuros académicos tengan la posibilidad
de acercarse a teorias de mayores alcances y de significativos cambios conceptuales profundos

durante el desarrollo del pensamiento humano.

Esta idea es ya bastante aceptada entre estudiosos de la educacion, sin embargo, se ha
evidenciado que la necesidad de ensefiar teorias de este tipo que se oponen y suponen un
cambio a las ideas clasicas, pueden naturalmente, ser resistidas por los estudiantes. Ahora bien,
las propuestas de investigacion que ponen de presupuesto este inconveniente suelen enfocarse
en la ensefianza media y muy pocas de ellas se orientan en propuestas para los estudiantes
universitarios (Greca.M, 2002) (Greca I. M., 2001)

En consecuencia, es importante ahondar en esta cuestion, entiéndase, cuéles son las
dificultades por las que se ve la necesidad de investigar la ensefianza de la fisica moderna. Para
ello se hace uso a continuacion de un estado del arte!? respecto a las tendencias en la ensefianza

de la fisica cuéntica entre 1986 y 2016, presentada en una charla TED (Tecnologia,

12 Un estado del arte presenta un estudio del conocimiento acumulado en documentos que emplean la escritura respecto
a un saber especifico de tal forma que se les permita sistematizar, inventariar y presentar reflexiones en relacién con
el conocimiento que se esta empleando, dichas reflexiones permiten reconocer tendencia en los documentos revisados,
asi como también las omisiones en los mismos (Vargas y Clavo 1893)
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Entretenimiento y Disefio) (Cuesta-Beltran, 2018). El propdsito de dicho documento es
mostrar siete tendencias Utiles para futuras investigaciones encaminadas al mejoramiento de
la ensefianza y aprendizaje de la fisica moderna. Sin embargo, aqui se presentaran, solo
aquellas que apoyan y motivan esta investigacion. A continuacion, se muestran las principales

ideas y autores.

Inicialmente se propone que, frente a las afirmaciones, [...“se privilegia en las clases los
procesos algoritmicos sobre los procesos de construccidn conceptual, y se afiade la dificultad
frente a la obtencion de conocimientos cuando los educandos no poseen una base matematica
solida”... 3] [...“respecto a los cursos introductorios de FC (Fisica Cuantica) los temas
presentados son abordados con formalismos matematicos superiores, ..., provocando que los
estudiantes se alejen de la “realidad”, ocasionando principalmente que las multiples
abstracciones algoritmicas se presenten con escasas interpretaciones y reflexiones”]...** Por
lo tanto, es posible afirmar, que en el proceso de ensefianza y aprendizaje se presenta la
ausencia de cursos introductorios que den satisfactoriamente la proporcion adecuada entre
formalismo propio del tema de ensefianza, desarrollo conceptual y, en un menor grado,

atencion a las bases matematicas de los estudiantes que en general se consideran débiles.

Ademas, genera una vision instrumentalista de la teoria, lo que aleja tanto mas a los estudiantes
de la ciencia, se presenta que dicha vision es producto de la forma procedimental: en la que se
comienza con formalismo y se concluye con desarrollo conceptual, sin embargo , se resalta
que [...“los libros de texto de ensenanza de FC se centran en desarrollos matematicos por
encima de los desarrollos conceptuales. .. en términos generales los textos presentan ausencias
en fendmenos fisicos y significado de las abstracciones, dejando como producto una vision
instrumentalista de la fisica trasmitida a los estudiantes y a los maestros” (Koopman, Kaper,
& Ellermeijer, 2005), (Vizcaino, 2016)...] pero particularmente Koopman resalta que: la

discontinuidad entre la formalizacion matematica y la construccion conceptual, abordados en

13 (Akarsu, 2010), (Cid M. R., 2012), (Solbes, 1987), (Fanaro, a ensefianza de la mecanica cuantica en la Escuela
Media (tesis doctoral), 2009), (Frechina J. , 1996), (Greca I. M., 2001), (Hobson, 1994), (Monteiro, Discursos de
professores e de livros didaticos de fisica do nivel médio em abordagens sobre o ensino da fisica moderna e
contemporanea: algunas implica¢des educacionais (tesis doctoral), 2010), (Moreno & Guarin, 2010), (Muller, 2008),
(Pantoja, Moreira, & Herscovitz, 2013), (Sinarcas & Solbes, 2013)

14 (Greca & Herscovitz, onstruyendo significados en mecanica cuantica: fundamentacion y resultados de una propuesta
innovadora para su introduccion en el nivel universitario., 2002)])
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los textos se realiza en ese orden respectivamente. Esto nos deja ver que sera primordial que
dichos procesos no se ensefien de manera sedimentada o discontinua pues lleva a vacios

importantes en la comprension.

Con lo cual, se debe examinar ahora, cuéles son los posibles factores que provocan y causan
que en el aula existan errores conceptuales profundos. En primera medida tenemos escritos de
gran alcance formal y sentido matematico, Util para las ciencias fisicas, pero escritos desde una
cosmovision no pensada a partir de la rama diciplinar que pretende abordar, por el contrario,
se realiza desde estadios mas axiomaticos y con reglas y entes a estudiar distintos que,

naturalmente, se relacionan pero que en un sentido estricto no son similares.

Es el caso de escritores con formacién netamente matematica que encuentran en su disciplina
abstracciones mas eficientes que las empleadas en la fisica y que pretenden transitar desde su
rama de conocimiento a la rama que pretenden llevar sus avances y descubrimientos (en el
caso puntual a la fisica), lo cual termina por ser, frente al modelo aceptado, sinuosamente

insuficiente si se desea abordar el fendmeno o la teoria desde este Unico marco.

Sin embargo, esto puede ser omitido por un estudiante que apenas se enfrenta a un tema que
desconoce, por lo tanto, se considera primordial que existan investigaciones que clarifiquen
cuales documentos pueden presentar errores, desde el punto de vista pedagogico, es decir, que
en si mismo la teoria esta bien fundada, pero que al abordarle desde ese punto particular puede
presentar omisiones que dificulten la comprensién o por el contrario informacion que para el
fendmeno o la teoria que se esta ensefiando y aprendiendo, terminen por ser obstaculos, estas
afirmaciones se corroboran con declaraciones del tipo [...“Algunos libros presentan errores

__]15

conceptuales”. Identificando dentro de sus causas “... que los libros en muchas ocasiones

son escritos por personas que no conocen la FC a profundidad...”

Particularmente:” opinan que los errores conceptuales son producto de la falta de
argumentacion por parte de los autores respecto a un modelo, su origen y causas, asi como la
visién cientifica positivista sobre la que realizan la mayoria de sus afirmaciones certeras”]).

Lo que incentiva una investigacion que clasifique y categorice los documentos de indagacion

> (Gil, Senent, & Solbes, 1986), (Solbes, 1987) (Frechina J. , 1996).
16 (FrechinaJ., 1996).
7(Cid, R., & Dasilva, 2012)
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y sobre este desarrolle una ruta de aprendizaje: Este enfoque de investigacion se conoce como
metaanalisis. Entendiendo por metaanalisis una revision de documentos presentados para un
tema en especifico y muy particular; se distingue de un estudio del arte porque en este Gltimo
se mira un conjunto de temas que se enmarcan en una teoria, en cambio, el metaanalisis se
centra en un concepto en especifico y posteriormente se estudia su empleo e interaccion con

la teoria que lo acobija. (Stalker,1998).

Finalmente, respecto a las afirmaciones [“muchos de los textos que se escriben sobre FC se
abordan de manera cronoldgica, sin embargo, el abordar estos libros desde una mirada no
cronoldgica, bajo la idea de conocimiento no lineal, puede brindar mayores alcances respecto
a la comprension de teorias y conceptos”®] y [ “Considera que los libros de texto deben ser
actualizados con respecto a areas de interés para la investigacion actual, pues muchos de los
temas contemporaneos no son incluidos. Ademas, presenta que dichos documentos influyen
determinantemente en la organizacion de los procesos de ensefianza y aprendizaje de ciencias
exactas y aplicadas”]*°, por tanto, se tiene que los textos en fisica son presentados de manera
cronoldgica dando a entender que el conocimiento es lineal, sin embargo, estos autores
consideran bajo la mirada de Cuesta-Beltran, 2018 que los textos y temas pueden ser abordados
de manera no lineal y en consecuencia permitiria mayores alcances en cuanto al aprendizaje y
la comprension de los temas abordados y sustenta ademas la idea que estarian de base, a saber,
que el conocimiento es no lineal, eje fundamental en la ensefianza de la ciencia desde los
analisis historico-criticos, tematica que no se profundizara en este documento. Y como
segundo elemento tenemos que se hace una inquisicion respecto a aquellas areas de interes en
investigacion contemporanea que actualmente no se incluyen en los libros de texto. Uno de

los conceptos y/o teorias que presenta toda esta serie de dificultades son los espinores.

7.1. El Concepto de Espinor

Los espinores, como ya se menciono en las primeras secciones de este trabajo, tienen diferentes

sistemas tedricos y con ellos definiciones particulares, no obstante. Dentro de todos estos

18 (Monteiro, Discursos de professores e de livros didaticos de fisica do nivel médio em
abordagens sobre 0 ensino da fisica moderna e contemporanea: algunas implicacdes educacionais
(tesis doctoral), 2010), (Fanaro, a ensefianza de la mecénica cuantica en la Escuela Media (tesis
doctoral), 2009)

9 (Aubrecht, 1989)
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planteamientos, es bien conocido que son un formalismo equiparable al tensorial. Por lo que, a

continuacion, se mencionan algunas de las distinciones y semejanzas que se pueden encontrar

entre los espinores y los tensores desde su algebra: (Rindler, 1966)

Los espinores son cantidades con indices al igual que los tensores, no obstante, los
espinores varian inicamente entre dos cantidades (en los diferentes planteamientos,
estan: el uno y el cero, el uno y el dos, o indices puntuados y sin puntuar®)

o En comparacion con sus equivalentes los 4-tensores que poseen cuatro

indices

Las transformaciones espinoriales involucran matrices “binarias unimodulares”
(Matrices complejas 2 x 2 con determinante 1) y su respectiva inversa: que
permiten indices covariantes y contravariantes.

o Los tensores presentan indices covariantes y contravariantes
Los espinores constan de las cuatro operaciones

= Suma

= Producto externo

= Contraccion

= Permutacion de indices
Los espinores se diferencias de los tensores en que poseen conjugacion compleja
puesto que los espinores son cantidades complejas. Usualmente se presentan con

indices primados.

De las principales diferencias entre los formalismos, a saber, la conjugacién compleja y un

menor nimero de indices, provoca que ciertas operaciones con el algebra espinorial se

consideren mas sencillas (Rindler, 1966).

Teniendo en cuenta lo sefialado respecto a las semejanzas y diferencias entre los 4-tensores y

los espinores, se debe resaltar que un espinor es un vector isotropico cuyas componentes son

&0, &1, las cuales representan los autovalores del espin (lo cual se desarrolla en la siguiente

seccion). Notese que estos autovalores son utilizados como criterio de igualacion (Ec.5.4.6)

para la deduccion de las matrices de Pauli, realizada en el marco tedrico, lo que permite afirmar

20 Estos ultimos se pueden observar en la tabla 1 columna 2.
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que los generadores de la rotacion en el espacio complejo 2-dimensional, se pueden construir

a partir de los espinores de Cartan.

7.2. El concepto de Espinor: Definicion de Espinor de Elie Joseph Cartan

Elie Joseph Cartan (1859-1951) fue un matematico francés quien de manera temprana
descubre los espinores en 1913 como parte de su investigacion en los grupos de representacion
simple, No obstante, la publicacién del documento que contiene todos sus descubrimientos y
desarrollos frente a los espinores llega de manera postuma, como una recopilacién de notas en
1984, cincuenta y seis afios después de la primera publicacion formal sobre espinores, (Cartan,
1984),.por esta razon es de vital importancia abordar esta primera concepcién. Particularmente
el documento titulado “Theory of Spinors (1984) ” pretende, en palabras del autor, procurar un
andlisis geométrico ya que los documentos previos a su construccion que versan sobre este
tema tendian a ser excesivamente formales y poco intuitivos, provocando una irremediable
inaplicabilidad a problemas contemporaneo (para atender a estas dificultades Cartan emplea
una descripcién finita guiada por una construccion geométrica) como consecuencia de la falta
de comprensién. Su documento, para efectos de este trabajo se abordara de manera no lineal,
pues el documento de Cartan realiza en la primera parte toda una propedéutica a la que nos
remitiremos cunado las claridades lo merezcan, para comenzar iniciaremos con la definicion

de espinor.

La concepcion de Cartan sobre el espinor parte de la definicion de las formas cuadréaticas (Ver
Definicion 2-Anexo D), de manera general, para ejemplificar este hecho se toma una
ecuacion cuadratica homogénea en un espacio tridimensional lo que muestra necesariamente
que esta ecuacion se relaciona con un sistema ortonormal coordenado ver (1), esta ecuacion
expresa la longitud al cuadrado de un vector tridimensional tomado desde el origen cuyas

componentes o coordenadas son (xq, x5, X3)
xi+x5+x5=0 (1)

Al estar la ecuacion igualada a cero, indica que se trata de un vector isotrépico (vector de
norma nula). Retomando el hecho de que se esta trabajando con una forma cuadrética: se sabe
del algebra lineal que las formas cuadréticas se pueden estudiar con base a las formas bilineales

(Ver Definicion 1.-Anexo D) y toda forma bilineal se puede expresar como la suma de una
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forma bilineal simétrica y una forma bilineal antisimétrica (Ver definicion 1.5-Anexo D).
Conforme al método de Lagrange para la reduccién de una forma cuadratica a una suma de
cuadrados denominada “completar cuadrados” se obtienen dos valores &, £; 0 componentes y
se auto definen por el vector isotrépico, ahora surge la interrogante ;son &g, &, las Unicas
soluciones posibles para la reduccion del vector isotropico? O planteada de otra forma ¢;en
funcién de las diversas formas de reduccion de una forma cuadréatica existe alguna certeza de
que dichas componentes &, &, se garanticen como Unicas para la reduccion de un vector
isotropico? Para responder a estas interrogantes se recurre a una de las leyes clasicas para el
tratamiento de formas cuadraticas “La ley de inercia de Sylvester” la cual se enuncia de la
siguiente manera: “en el dominio de los reales, el nimero de cuadrados positivos y cuadrados
negativos son independientes del método de reduccion...” (E. Cartan. Pag.11) es decir que el
numero de cuadrados &,, &; se mantendra sin importar el método de reduccion. A continuacion,

se muestra la reduccion de vector isotropico en términos de &,, &;

x; =5 —&F (1.1)
x; = 1(8§ + &) (1,2)
X3 = —2&0¢1 (1.3)

De lo anterior se sigue determinar qué representan las cantidades &,y &;de lo que se obtiene

(1.4)

(1.5)

Estas dos ecuaciones representan las componentes que constituyen los espinores.: Tal y como
lo indica los términos, para las cantidades no es posible dar un cambio consistente de signo
para todos los vectores isotropicos, de aqui que la solucidn variard continuamente con el

vector.

Ahora de la definicidn presentada se debe tener en cuenta que no es posible dar un cambio

consistente de signo para todos los vectores isotropicos, de aqui que la solucién variara
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continuamente con el vector. Para evidenciar lo anterior, Se considera eleccion del vector &,
para el que se hara rotar alrededor de 0x;, sobre el eje x5, por medio de un angulo «, si se
toma la expresion x; — ix,, que da cuanta de la orientacion del vector, ahora seré necesario
transformar dicha ecuacién la cual da cuenta de la variacién angular, por lo que se usa la
exponencial compleja e~**. Para comenzar el analisis es necesario realizar una rotacion
completa angular 27, lo que indicara, por medio de las ecuaciones definidas, que la rotacién
ocasionaria que el vector isotropico retornara a su posicion original, pero no debemos olvidar
que circunscrita a la ecuacién se encuentra una raiz lo que causa que nuestra exponencial
compleja tenga la forma e ~1%/2 es decir, en lugar de tomar el valor: e~ = 1, tomara: e'™ =

—1. Esto quiere decir que su signo es opuesto a la seleccién original. (Cartan,1934. Pag 48)

Esto es usualmente representado por banda de Mdbius; una superficie de un solo borde y
una sola cara. Ver figura 1. Donde se toma el borde de dicha superficie como la direccion

en la que apunta el vector para una rotacion sobre un eje de un angulo 2.

Figura 2 Banda de Mébius.

De lo anterior se debe tener en cuenta que:

a) Los espinores solo representan direcciones en el espacio, pues al ser vectores
isotropicos su magnitud al cuadrado es igual a cero.
b) Para que un espinor retorne a su origen es necesaria una doble rotacion en un Angulo

continuo de 4w
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¢) Un par de cantidades &,, &; constituyen un espinor, entonces, un espinor es entonces un
vector isotropico “dirigido” o “polarizado”; de donde se sigue que una rotacion sobre
un eje a través de un angulo 27 cambia la polarizacion de este vector isotropico?
Uno de los logros importantes de la teoria espinorial es la capacidad de ser comparable a la
teoria de los tensores, para ver un poco este grado de comparabilidad debemos recordar la
definicion de tensor Euclideo; remitiéndonos a la definicién particular de Cartan: En la que un
tensor asociado a un grupo G se define por una representacion lineal de G, Tal representacion
lineal tiene unas componentes (u) que definen un objeto. Se restringe la familia de objetos
para que se cumplan ciertas relaciones algebraicas®? con tal suerte de que se determine que las
componentes de la representacion lineal dentro del grupo tengan una interpretacion concreta.
Las relaciones algebraicas para las que se definio esta familia restringida se encuentran
determinadas o sujetas a una doble condicion:
A. Las componentes de los objetos de la familia restringida no satisfacen cualquier
relacion lineal con coeficientes constantes
B. La relacion algebraica que determina la familia restringida debe permanecer
invariante bajo las transformaciones S de la representacion lineal
(Cartan, 1984)
A la familia de objetos restringida asociada con un punto cero se le denominara Tensor
Euclideo?.
Ahora, podemos proceder con la afirmacion “un espinor es un tensor euclideo” considerando
una rotacién o una reversién en un espacio tridimensional, es decir, sean tres direcciones
ortogonales y a dichas direcciones ortogonales se les puede asociar nueve cosenos directores
a By, By, a”,B”,y". con lo anterior podemos expresar las ecuaciones para las
rotaciones (o reversiones) como:
X' 1=ax1+Bx,+yX3

Xy, =a'x, +Bx +v'x3
X'3=a" " x;+ L%, +y x5

21 |bidem.p.49

22 Entre las mds relevantes tenemos la Reducibilidad e irreducibilidad de un tensor

23 Téngase presente que: Dos tensores euclideos son equivalentes si surgen de la misma representacion lineal del
grupo s de rotacion o de representaciones lineales equivalentes
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Ahora considerando el par de componentes asociadas a un vector isotropico (&, ;), sea el par
de componentes asociadas al vector transformado (&y,&°;) entonces, empleando las

defunciones obtenidas para la reduccion de un vector isotropico se obtiene:

1 1
&%= Sl@—ia’+if+ B — (v — iv)éoés + S(Catia’+if+ BT (L6)

Ahora se puede empelar el discriminate?* de una ecuacion cuadratica para determinar si &
es lineal con respecto al par (¢, &,), al realizar el calculo lo que se espera obtener es un
cuadrado prefecto®® y que se cumpla la condicion de isotropia. Es facil verificar que esto se

cumple, verificando lo mismo para:
o1 L 22 o 1 L N2
$'1 =§(a’+wz — B+ B+ (V"‘W)S(ofl"'i(—a—la’ —ip+Bé (A7)

Podemos afirmar que &, es lineal con respecto al par (&g, 1), finalmente para determinar la

tercera componente espacial se emplea la ecuacion x; = —2&,¢&, y se obtiene:

1 1
§oshi=—5@"+ i) + v §0é1 + (" - ip)E} (1.8)
(Cartan, 1984)

Ahora para mostrar los alcances de la teoria espinorial es pertinente ver la matriz asociada a

las direcciones isotropicas del vector asociado con el espinor ¢
$oxz + &1 (g —ixy) =0
$o(xy +ixy) —&x3=0

Nos interesaremos por ver la base en la que se encuentra expresada las ecuaciones para las

direcciones isotropicas asociadas con el espinor ¢ de la siguiente manera:

1~ X E —i f
(¥ ")) =16 90§ e i) =

24 E decir,b? — 4ac
2 Asaber: (@ —ia)?>+ (B—if)?+(y—iy)? =0
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Como se puede observar, la base en la que se expresa el vector asociado a las direcciones

isotropicas se refiere a las matrices de Pauli?.

= D= = )

Por lo tanto
$o) _
[H1x1 + HzXz +H3X3] {_— = 0
1
Ahora estudiando el algebra de endomorfismo?’ de la matriz asociada obtenemos que:

x X — ix
det( 3 1 2)=x%+x%+x§=0
x1 +ix, —X3

permite retomar la definicidn del vector isotropico. Ahora se indagara sobre la naturaleza de
los generadores de la rotacidn particularmente se busca saber que tipo de operadores son y
como se estudian. Para responder a estas preguntas formuladas, recordemos que estas matrices
antisimétricas con entradas complejas 2 x 2, son operadores cuanticos para la rotacion, y para
conocer como son estos operadores, es decir, como es su comportamiento, se requiere de
indagar sobre el espectro de cada uno de los operadores; de esta forma se evidenciara de
manera mas clara la naturaleza de los generadores de la rotacion, para lo cual se emplea la

siguiente expresion:

e™M = e\, vy | + e %2 |v, ) (v,|

Aqui A representa los autovalores de los generadores de la rotacion y |v;) sus vectores propios,
al mirar el espectro de los siguientes operadores:
_(0 1 _ (0 —i _(1 0
Hl_(1 0) HZ_(i 0) H3_(o —1)
Naturalmente esperamos algo parecido a lo que se obtendria en el espacio 3-dimensional, es

decir, una matriz de rotacion cuyo argumento sean funciones trigonométricas que den cuenta

de la rotacién en funcién de un angulo, el primer generador H, presenta el siguiente espectro

26 Ver Marco teérico (Ec.5.4.23), (Ec.5.4.24) y (Ec.5.4.25)
27 Dado un capo vectorial V: Endo(V) = {{:V — V} es una aplicacién lineal con la estructura de espacio vectorial
heredada de V. (Shahbazi, 2021)
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L cos(8) sin (0)
et = (—sin () cos (9))

Este es un elemento de importancia cardinal; primero porque permite construir la intuicion de
que el espectro del generador se asemeja al operador que se emplearia en un espacio real, y la
segunda razén, es porque muestra que el grupo de las rotaciones es continuo, a saber, que es
posible conectar la identidad por medio de una serie continua de rotaciones (Cartan, 1984).
Este criterio de grupo continuo sera de utilidad en la siguiente seccion.

Puntualizando un poco mas la definicion, teniendo presente la forma fundamental, también se
puede afirmar que en un espacio tanto real o complejo Euclideo donde nuestra forma
fundamental se define positiva, el grupo de las rotaciones es continuo. Gracias a esto, mas
adelante nos sera posible definir lo que se denomina “las transformaciones espinoriales
asociadas a las rotaciones”

Ahora corresponde revisar lo que se obtiene al calcular el espectro del operador o generador

H,, del que se obtiene:

9H2_<cosh(9) sinh (9))
" = \sinh () cosh (8)

Intentando emplear un razonamiento inverso al presentado anteriormente, se afirma que se
parte de un espacio Pseudo-Euclideo cuya forma fundamental se define no positiva (ver
ecuacion (2)) la cual consta de dos grupos disjuntos/inconexos; particularmente Cartan afirma
que este grupo disjunto no forma un grupo continuo, no obstante, el grupo homogéneo de
Lorentz, uno de los grupos que lo configuran, si es continuo. Esto se debe a que para la época
de Cartan este grupo no habia sido definido, por lo que, a lo largo de su documento no es
mencionado (ver tabla 3. Anexo C), por lo tanto, el espectro del operador no muestra que existe
una relacion de correspondencia entre los generadores de la rotacion en el espacio complejo
dos dimensional (aqui se esboza la relacion resaltando su caracter intuitivo capaz de permitir
construir desde este punto los conceptos mas formales, objeto de siguiente apartado), en lo que
se conoce como las transformaciones de Lorentz, esto nos permitira mas adelante definir lo
que se denominan “ las transformaciones espinoriales asociadas a las transformaciones de

Lorentz”
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En la siguiente tabla se muestran los cuatro tipos de transformaciones de Lorentz, de esta
clasificacion solo una de ellas forma un grupo, las transformaciones de Lorentz ortocronas y
propias, donde sus elementos son transformaciones continuas “un grupo continuo” capaz de

conectar con la identidad mediante sucesivas trasformaciones lineales.

Tabla 2. Cuatro tipos de transformaciones de Lorentz

Ortocronas (A%, = 1) Propias (Det A = +1)
Rotaciones: las tres
direcciones espaciales <<Forman un Grupo>>

Boost: Transformaciones de
Lorentz puras

Ortocronas (A%, = 1) Impropias  (Det A =
Transformaciones de Tipo +1)
dlg(+' +' +v _)1
A, x4 dig(+,+,—,+),
dig(+,— — —) <<No Forman un
Grupo>>
Incluye las inversiones
espaciale
No Ortocronas (A% < —1) Propias (Det A = +1)
Transformaciones de Tipo
dig(—,—,—,-), <<No Forman un
A, X1 dig(=,—,+,+), Grupo>>
dig(_; +l +’ _)
Incluye las inversiones
totales
No Ortocronas (A% < —1) Impropias ~ (Det A =
+1)
Transformaciones de Tipo
dig(_! ) +)r
Ay x4 dig(—,—,+,-), <<No Forman un
dig(=,+,++) Grupo>>

Incluye las inversiones
Temporales

Estas representan todos los tipos de trasformaciones de Lorentz, para evidenciar que las
operaciones contenidas en esta descripcion pueden ser estudiadas desde los espinores de
Cartan. En términos formales la descripcion que él empela se fundamenta en la

descomposicion del grupo de rotaciones y reversiones en un numero par de reflexiones y un
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numero impar de reflexion respectivamente, y la distincion que se debe tener si se trabajé en
un espacio euclideo (el caso anterior), 0 en un espacio pseudo-euclidiano pues en este no solo
existen vectores de espacio, también existen vectores de tiempo, en este orden de ideas citamos
el siguiente teorema
[...TEOREMA: En un espacio pseudo-Euclidiano los grupos de rotacion constan de
dos conjuntos disjuntos/inconexos: el primero consta de los grupos de rotacién
propios, los cuales resultan de un nimero par de reflexiones de espacio y un numero
par de reflexiones de tiempo; el segundo consta del grupo de rotaciones impropias,
las cuales resultan de un numero impar de reflexiones de espacio y un numero impar
de reflexiones de tiempo; este segundo conjunto no es un grupo...]
(Cartan, 1984)

De esta forma se culmina el analisis que nos permite concatenar la definicion de los espinores
con los grupos de rotacion y el grupo de Lorentz, el cual se detallara con mayor cuidado en el
capitulo siguiente. Téngase en cuenta que el grupo de Lorentz es un grupo simple lo que puede
ser verificado con la identidad del Jacobi?® de sus constantes de estructura, Para revisar a

profundidad ver (Igancio)

28 aa*" + a/ka" + akia/" = 0 (i,j,k,h = 1,2,..,n) la cual se expresa en términos de los conmutadores
como [A[B, C]] + [B[C,A]] + [C[A, B]] = 0 Esto nos indica que las constantes de estructura (en general)
satisfacen el algebra de Lie del grupo
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8. CAPITULO Il. CONSECUENCIAS DE LA DEFINICION DE
CARTAN PARA EL ESPINOR

En el apartado anterior se presentd con detalle la definicion que realizé Cartan para su espinor,
esta definicion contine implicita un gran nimero de afirmaciones que dentro de la fisica seran
de vital importancia en esta seccion. Para considerarlo como un formalismo valido que permita
que cualquier teoria construida a partir del formalismo de los espinores sea considerada véalida
0 con algun grado de verosimilitud, este formalismo debe ser un “invariante bajo las
transformaciones de Lorentz” pues, cualquier teoria que quiera ser considerada valida en el
contexto de la fisica moderna y que no sea un “invariante de Lorentz” estara condenada a ser
descartada (Rindler, 1966). En este apartado se daran las explicitaciones necesarias que
derivan de la definicion de Cartan haciendo uso de las concepciones ya construidas desde el

marco teorico.

8.1. Representacion Espinorial de las Transformaciones de Lorentz

Retomando algunas de las ecuaciones anteriores, comenzando por las ecuaciones (5.2.1)
(5.3.2), (5.4). (5.4.1) y (5.4.2) hemos obtenido gracias a ellas el operador de rotacion el cual
reemplaza la matriz (5.1), sin embargo, no se hizo mencion del hecho, de vital importancia,
en el que la matriz (5.1) pertenece al grupo de representacion SO(3), el cual refiere al grupo
de todas las rotaciones en R3, algo que es evidente, pero de ahora en adelante se mencionara
este grupo para cualquier matriz que cumpla las siguientes condiciones:
S0(3) = {A|Asx3 € R,AA®2 = [, det A = 1}

Condiciones que se pueden verificar para la matriz (5.1), sin embargo, naturalmente el
operador de rotacion (5.2.3) no pertenece a este grupo de representacion SO(3); Pues el
operador de momento angular esta definido para la FC de tal forma que el operador de rotacion
que describira los comportamientos de espin % pueda ser obtenido a partir del operador de
momento angular J heredando sus propiedades®. Teniendo presente lo anterior procedemos a

caracterizar de manera exacta lo que representan las matrices antisimétricas /, como se

29 E| super indice t hace referencia a la traspuesta de la matriz, esto para no confundirle con el superindice 1 que
hace referencia a la traspuesta conjugada de una matriz.
30 | a forma como se logra esto se presenta en el Marco Teérico
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presentan en el Anexo C para ver su relacion tomaremos el momento angular de la mecanica
clasica: L = 7 x p, definido desde el sistema de referencia K :
T =xi+yj+zk
ﬁ =Pyl + pyj + pzk
Si operamos estos vectores para hallar el momento angular, pero ademas deseamos expresar
el momento angular en un sistema de referencia rotado K, se emplearan los vectores unitarios,

de tal forma que n = (n,, n,, n3), que se encuentra expresado en la base primada, se multiplica
por el momento angular [ dela siguiente forma:

U= (a3
Por lo tanto, se obtiene

U= x(ﬁ3py - ﬁzpz) +y(Myp, — Napy) + Z(ﬁsz - ﬁlpy)

En forma matricial el momento angular se puede expresar como:

N 0O 0 O 0 0 -1 0 1 0 Dx
I'=kyz)[ny(0 0 1]+n,(0 0 0 |+n3(—=1 0 o0]|(Py
0 -1 0 1 0 O 0O 0 O bz

Como se observa se obtienen las matrices generadoras de la rotacion. Estas matrices
encontradas nos permiten afirmar que existe una relacion muy estrecha entre los grupos SO (3)
y el momento angular, razon por la cual nos fue posible en el marco tedrico definir el operador
de rotacion. La anterior ecuacion puede ser expresada en términos mas practicos asi:
(7, 1) = 7 {7 * G1p;

Donde G representa las matrices antisimétricas generadoras de la rotacion, 7 el vector posicion
transpuesto y p el vector momento angular lineal. Esto nos permitira redefinir los operadores
de rotacién en términos del momento angular L, multiplicando a ambos lados de la igualdad

por la derecha por el momento lineal traspuesto y por la izquierda por el vector posicion.

[n* G] = 77, Dpt,

31 Auqui se realiza la proyeccion vectorial y no la proyeccidn escalar del momento angular de la mecanica clésica
respecto de un sistema de referencia rotado K’ que se describe por medio de la terna (ny, n,, 13), de direcciones
ortonormales
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Con esto se puede expresar el operador de rotacion tenemos de la siguiente forma:
R(6,7) = efTmP";

Esto demuestra de manera mas explicita que las rotaciones son generadas por el momento
angular tanto para el caso de la FC como de la fisica clésica, por lo tanto, cualquier magnitud
que refiera al momento angular estara referia a las rotaciones en el sistema en el que se
construya.

En el marco tedrico realizamos la deduccion de las matrices de Pauli como generadores de
rotacion, para los cuales la rotaciones hacen referencia a los comportamientos de espin %2 o
momento angular intrinseco, empleando el hecho de que j puede ser remplazado por los
generadores de la rotacion para el espin Y%, sin dificultad, ya que como mostramos
anteriormente los momentos angulares estan estrechamente relacionados con los generadores
de la rotacion y definen la rotacion en el sistema construido. Para este caso particular el

operador seré:
Ro(0) = ¢ T Ry(6) = (&)

Lo que muestra de manera mas clara la forma en que los espinores rotan, es decir, que en estos
objetos para poder llegar a su punto inicial bajo la transformacion por rotacién, es necesario
que se realicen dos vueltas en lugar de una (ver apartado (1.2.1) de la seccién inicial), a esta
operacion se le conoce con el nombre de “transformacion espinorial asociada a la rotacion”;
en este momento las matrices que conforman el grupo S, también llamado matrices de Pauli
ecuaciones (5.4.22), (5.4.23) y (5.4.24) poseen un pardmetro constante 2 /2 el cuél es el que
le dan la forma al argumento de la funcion exponencial. Este operador, al igual que hicimos
con el operador genérico puede ser aproximado infinitesimalmente, de tal forma que demos
cuenta del grupo de representacion para los grupos de Lie SU(2).

Primero la aproximacion infinitesimal
ido .
Rﬁ(d@) =] —T(S,Tl)
pertenece al grupo SU(2) que se define de la siguiente manera:

SU(2) = {Be Myy,(C), BB =1,deth =1}32

3232 (R & Obregén, Volumen 1)
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Aqui M,,,(C) representa el conjunto de matrices 2 x 2 complejas (hermiticas), este grupo
SU (2) debe cumplir que las rotaciones dejen invariante una magnitud, pero antes de revisar
eso, pasamos a ver como a partir de una aplicacion es posible expresar un vector de R3 a
M,,,(C), esto con el propdsito de ser rotado por la transformacién de espin asociada a la
rotacion, basta con expresar el vector en funcion del sistema coordenado SU(2) como una
combinacion lineal de las bases:

X =(S,x)

X =(S,x)
Por lo tanto, la rotacién de un vector se puede expresar de la siguen manera

x" = xR(0,1)
Puesto que X” y X son matrices para expresar su rotacion es necesaria una transformacion de
similitud, la cual se expresa de la siguiente manera:
X" = R;(68) XR;(0)T
Ya habiendo realizado todas las explicitaciones en cuanto a la transformacion espinorial
asociada a la rotacion, procedemos a realizar la descripcion de las transformaciones
espinoriales asociadas a las trasformaciones de Lorentz.
Se comenzo en el primer capitulo con las formas fundamentales en particular, mostramos como
la forma fundamental, una forma® cuadratica definida no positiva se emplea para deducir los
espinores de Cartan. La necesidad de emplear la forma cuadratica radica en que esta forma es
un invariante Lorentz, sin embargo, las transformaciones de Lorentz para este caso se refieran
a un grupo especifico, el grupo de Lorentz propio 0(3,1)* el cual se define asi
031" = {4e0(3,1)3*|det = 1}

Que hace referencia las rotaciones propias y las transformaciones de Lorentz ortocronas
(propias)®, en este caso las transformaciones restringidas contienen en su descripcion los
Boost y las rotaciones propias. Este tipo de transformaciones deberan estar estrechamente

ligadas al formalismo de espinores, aungue estrictamente los espinores si cumplen con todas

3333 Cuando se trabaja con grupos de lie, existe un gripo denominado el grupo de Poincare el cual es referido como
el conjunto de las rotaciones y las transformaciones de Lorentz generalizadas o también llamadas Boost

34 Grupo de Lorentz Homogéneo, 0(3,1) = {A|A4,4€R, AgAt = g}con g como la métrica, es decir, que deje
invariante la métrica.

35 Cuyo determinante es igual a 1
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las condiciones del grupo de Lorentz homogéneo, es decir las reflexiones y las
transformaciones impropias o no ortocronas (Cartan, 1984), para efectos de esta investigacion
se trataran las transformaciones restringidas ya que dan una mayor intuicion sobre lo que
implica emplear el formalismo espinorial.
Una de las diversas formas en las que se puede representar las trasformaciones de Lorentz es
la siguiente®®:
x={x=*A[xxA(y — 1) — vty]} R(6,7n)
v
t=[t—(x *7?)6—2])/
Donde se expresan las transformaciones de Lorentz partiendo de un eje unitario 7 donde el
simbolo * representa el producto escalar, ademas:
Y = —vz

1+C—2

Agrupando algunos términos tenemos que
- - - - v R
[{x «fAlx * Ay — 1) —vtyl} + [t — (X * ) C—Z]y] R(6,7n)
Podemos expresar de manera mas general, teniendo en cuenta que n hace referencia al angulo
hiperbdlico de los Boost, mientras que 6 representa el angulo de rotacion de las
transformaciones espinoriales, por lo tanto, las transformaciones de Lorentz hacen referencia
a los Bosst junto con las rotaciones:
A(n,7,0,7) = B(7) = R(,1)
Para hacer mas evidente la definicién anterior mostraremos la trasformacion espinorial
infinitesimal asociada a los Boost, es decir, al algebra de las matrices complejas 2 X 2
M4, (C):
ay mN (M=
B(n,fA) = cosh (2) sinh (2) (S,n)
Esto nos permite, por lo tanto, hacer una definicion méas acorde a los espinores, a saber:

“transformacion espinorial asociada a las transformaciones de Lorentz” denotada por la letra

L mayuscula:

36 “The Theory Of Relativity: C. Moller” Pag[41,42] link:
https://archive.org/details/theoryofrelativi029229mbp/page/n57/mode/2up
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o= WA

Esta definicidn de transformaciones de Lorentz a partir de los comportamientos de espin esta
relacionada con un grupo que hemos utilizado en repetidas ocasiones pero que no hemos
nombrado explicitamente, que se llama grupo especial lineal®’, el cual se define de la siguiente
manera:

SL = {Be M,,,(C)[detB = 1}

Retomando la forma fundamental nula, y el hecho bajo el cual los espinores de Cartan
adquieren su definicion de ella, decimos que los espinores pertenecen al espacio de direcciones
nulas, en dicho espacio se deben definir de forma natural las trasformaciones de Lorentz, los
Boost vy las rotaciones, ambas en funcién de las trasformaciones de espin, estas rotaciones ya
se habian mostrado que estan presentes en el formalismo mientras que los Boost fueron
recientemente mostrados, con lo anterior procedemos a mostrar como son representadas las
transformaciones de Lorentz en el espacio de direcciones nulas, Figura 3y Figura 4.

Teniendo en cuenta que las posibles direcciones de la luz esta indicado por el espacio de las
direcciones nulas S*(media esfera superior) y S~ (media esfera inferior) se relaciona por
antipodas (los antipodas en la superficie de una esfera es lugar situado opuestamente el otro),
Por lo tanto, por medio de la proyeccion estereogréfica es posible mapear las dos esferas en el
plano complejo con tal suerte que es posible expresar cualquier punto del plano complejo en

términos de x, y, z)

<:x+iy _:x—iy 28
1—2z 1—z
Donde las componentes vectoriales estan dadas por:
(-1
-~ =Z
1+¢
(+¢ _
{(+1

37 También llamado Grupo de Mébius
38 Transformaciones de méebius
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(1)~
{+1 =Y

El par (¢, ) son otra forma de representar (&, &;),

Figura 3 Representacion de las rotaciones en el espacio de las direcciones nulas [tomada de Tristan
Needhand: visual complex Anayisis [pdg. 153]

[b]

Figura 4 Representacion de los Boost en el espacio de las direcciones nulas [tomada de Tristan
Needhand: visual complex Anayisis [pdg. 153]

8.2. Grupos de Representacion Irreducibles

Una simple construccion sera descrita a continuacion, por medio de la cual una ilimitada serie
de representaciones lineales irreducibles de cualquier grupo de rotaciones, o del grupo de
rotaciones y reversiones en un espacio Euclideo complejo o real tresdimensional puede ser
generada. Todas las representaciones pueden ser asi construidas, es decir, cualquier otra
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representacion de ese grupo puede ser completamente reducible por lo tanto cualquier
representacion lineal del grupo real proporciona una representacion del correspondiente grupo

complejo, y que esas dos representaciones son ambas reducibles, o ambas irreducibles.

Comenzamos desde el espinor (&, £;), donde el conjunto de polinomios de gradop en &,y &;
constituyen un tensor y por lo tanto forman una representacion lineal del grupo de rotaciones.
Este tensor puede ser representado simboélicamente por el polinomio generador (aé, + b¢,)P
presentado a y b son dos parametros arbitrarios, es decir, son los coeficientes de los diferentes
monomios, por tanto a y b en la expresién de este polinomio son las componentes del tensor.

Denotamos el tensor, o las correspondientes representaciones lineales, por Dy, .

TEOREMA: Larepresentacion D, , es irreducible. Solamente es necesario probar esto para el

grupo de rotaciones complejas. Una rotacion a traves de un angulo real 6 del eje x5 esta dado

por la operacion. (Cartan, 1984)

$'o= $o ei@)
$h= & e_i(g)

. 4
Bajo esta operacion 53‘5{* es multiplicada por e‘(“"ﬁ)(E), a menos que 6 poseea un valor

especial, la multiplicacion corresponde a diferentes componentes Eg‘ffdel tensor, seran

diferentes, asumiendo que la representacion ©,,, no es irreducible. Entonces, debe haber un
tensor & formado de q <p+ 1 polinomios de grado p en & y &; dejando A, &F +

Ay 55"151 + .-+ Apé&P ser uno de estos polinomios.

La rotacion descrita anteriormente transforma esto en

AO el(g)efé} + Al el(g_l)e g_lfl + e + AP
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Al repetir esta operacion p veces, se obtienen p 4+ 1 combinaciones linealmente

independientes de los siguientes términos.

A8 AETE AT L, AET
(Cartan, 1984)

De esto se sigue que hay al menos un monomio &2&¥ con (h + k = p) contieniendo el tensor
&. Y, por lo tanto, que todos los polinomios (aé, + BED™ (Yéy + 8&)*con af — y§ = 139
tambien son irreducibles en §. Si tomamos las cuatro constantes «, 8,y y & todas diferentes
de cero. Entonces los coeficientes de £ en el correspondiente polinomio no son cero. Por lo

tanto, el tensor & incluye & y por lo tanto también (a&, + b&;)P, es decir todos los monomios
§08r.

Para p = 0, se obtiene un tensor de grado 1, es decir, un escalar; para p = 1 un espinor; y
para p = 2 un vector. Las cantidades &2,&,,&;,&2 de hecho, después de una apropiada

sustitucion lineal, se transforman como lo hacen las componentes de un vector.*

Hay otra representacion de grado p + 1 del grupo de rotaciones y reversiones. Este es formado
de las mismas componentes, pero bajo reversiones ellos sufren la anterior sustitucion seguida
por un cambio de signo para todas las componentes. Esta representacion sera denotada por

D,/ ¥ la primera representacion sera denotada por i);;/z; por el argumento aqui dado ellos no
son equivalentes. Este se matiné para D7 ,; el cual da un espinor de segundo tipo, D7 un
bivector, y Dg un trivector (es decir §o$"; — §1§70). El polinomio generador de ®©,, , se puede

tomar como:

(§0§"1 — §1870) (ado + b§,)P

39 En algunos libros se le denomina transformacién binaria como en el Landau teoria cuantica relativista

40 | o descrito aqui se trabajé en el capitulo 1 del presente trabajo de grado cuando se presenté al espinor como un
tensor euclideo, no obstante. Se recomienda para llegar a un acercamiento muy similar de las representaciones
irreducible el texto (Ignacio lllana, Teoria de Campos y Particulas, s.f.) donde se habla de las representaciones
irreducibles tensoriales
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(Cartan, 1984)

Toda la construccion hasta ahora realizada pretende mostrar lo fundamental que pude llegar la
teoria espinorial de Cartan como ladrillos de construccion (Rindler, 1966), tal como se muestra
en este caso los polinomios generadores de las representaciones (Cartan, 1984) continuacién
se muestra como con estos polinomios generadores se pueden construir y estudiar las formas

cuadréaticas: formas fundamentales.*!

8.3. Reduccion de D; x D;

Sean uy, uy, ..., Up;4q las variables de la representacion lineal D; y sean vy, vy, ..., V41 las
variables de la otra representacion lineal ®;. El producto u,vg, sera conducido a una nueva
representacion lineal de grado (2i + 1)(2j + 1) la cual denotaremos por ®; x D;. En general

esta representacion no es irreductible; su reduccion a la representacion irreductible se

presentara a continuacion.

Primero, téngase en cuenta que si & y &’denotan dos espinores arbitrarios, el polinomio

generador

P = (aéo + b&P(ag’y + b& 1),
Q = (a&y + b&P(aéy + b&)T = (agy + b5(1)p+q

definen dos representaciones equivalentes. Esto se sigue del hecho de que bajo cualquier
rotacion o reversion los coeficientes de los diferentes monomios a®b? los dos polinomios se
transforman entre si de la misma manera. Tal que ¢’y y &, se transforman de la misma forma

como lo hacen &,y &;.

Nosotros tomamos por las componentes de D/, x Dy, l0s polinomios en &, &1, &, &y

que son de grado p en &,,&; y de grado g en &', £,. Considerando los polinomios

Oy = (ap + b&)P(a&’y + b&'1)1

41 primera forma fundamental, Segunda forma fundamental y tercera forma fundamental.
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Dy = (&1 — &0 (aéy + bé)P M (ady + bE )T
@, = (&o¢'1 — &1&70)*(aéo + b&DP % (ag’y + bE)T72

D, = (§o&'1 — &1870)(ay + bé )P
Donde tomamos p > q, cada uno de estas definen una representacion lineal. A saber,

+ - + +
Doz Dpraz-1 Dprayz-2 -+ DVp-q)2
El ultimo termino tiene indice +0 - dependiendo si g es par o impar.
Finalmente nos referimos al teorema para la reduccién de las representaciones

[...TEOREMA: EI producto de dos representaciones lineales irreducibles

SD;/Z X :D;/Z es completamente reducible y puede ser descompuesta en la

representacion irreducible

+ - + +
Dorayz Doprayz-v Dip+ayz—2 -+ Dipagy/z---
(Cartan, 1984)

Ahora explicitando algunos alcances de la teoria espinorial. Primero se menciona la facilidad de
uso de la notacién espinorial, al tratarse de representaciones irreducibles de bi componentes los
calculos con los indices se reducen a dos: las componentes 0 y 1 de los espinores y la contraccion
respecto de un par de indices nos dara cuenta de la reducibilidad e irreducibildad de los espinores.
Como se vio a lo largo del capitulo, la construccion solo depende de la definicidn de espinores y

no de otros objetos matematicos.

Otro de los alcances que se puede vislumbrar sobre los espinores es su construccion desde los
complejos, esta circunstancia no muestra una construccion con un mayor numero de operacion en
comparacion con otros formalismos (Rindler, 1966). La comparacion no se presenta en este
documento por cuestiones de extension, sin embargo, en los documentos trabajados en el capitulo
I11 si se llega a realizar, por lo cual, muestra de mejor manera la facilidad con la que se pude
interpretar y construir esta teoria. Teniendo en cuenta que nuestro proposito es brindar el mayor

numero de herramientas que permitan un acercamiento lo mas completo posible a la teoria, se le
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recuerda al lector que las mencionadas operatividades y otras relaciones de vital importancia se

encuentran ya sistematizadas en los esquemas meta-analiticos que se presentaran en el capitulo I11.

Por ultimo, se resalta que la teoria espinorial es una de las teorias de la fisica y de las matematicas
en las que se tiene contemporadneamente muchas aplicaciones précticas: desde la mecénica
cuéntica, la teoria de campos cuénticos hasta la relatividad general, pasando por la teoria cuantica
de campos relativista. Se emplea para el estudio de variedades complejas debido a la forma natural
ya que aparecen propiedades como la curvatura y la torsién (Shahbazi, 2021), y otros invariantes
topoldgicos. Se encuentra presente en las algebras de Clifford y los grupos y algebras de Lie. Por

lo que es una teoria con un alto impacto académico.
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9. CAPITULO IIl. CARACTERIZACION DE LA
DOCUMENTACION

9.1. Sistema de Clasificacion y Herramientas Meta-analiticas

Para el analisis meta-analitico es importante recordar, que para este trabajo es un analisis del
concepto de espinor y subsecuentemente su papel en la teoria homénima, de tal forma que se den
claridades en cuanto al concepto, se brinden herramientas interpretativas para la comprensién
eficaz del concepto (una ruta de aprendizaje), lo que nos proporciona un marco para indagar
respecto a problemas concretos para la ensefianza del concepto, y la propuesta de la forma para

subsanar tales inconvenientes en la ensefianza de los espinores.

En los Capitulos | y 1l se realiz6 un acercamiento inicial a la teoria de los espinores de Cartan, en
donde se presenta una descripcion que no se centra en el algebra de indices. Esto permitid explorar
a partir de la definicion finita, el potencial descriptivo de estos objetos, que permiten hablar de una
representacion irreducible en los complejos y por medio del producto de representaciones, construir
transformaciones equivalentes para generar otros grupos ortogonales, como lo pueden ser las
transformaciones de Lorentz restringidas o el grupo de Poincaré. Sin embargo, lo presentado no

abarca la totalidad de los alcances y matices que contiene la teoria espinorial.

Para lograr una mayor profundidad en este tema, en el presente capitulo se presenta una propuesta
para la categorizacién de libros frente al concepto, desembocando en una ruta de aprendizaje a
través de los textos previamente caracterizados y categorizados. Para ello se recurre al analisis y
sintesis enunciado por (Carlos & Marcela, 1998), que establece una serie de pasos para lograr que

el proceso de analisis y sintesis lleguen a término, a saber:

e Observacion

e Descripcion e identificacion
e Examinacion rigurosa

e Descomposicion

e Enumeracion

e Reacomodacion

e Clasificacion
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e Conclusién

Estos pasos se tomaran en la acepcion general de su mencion, aunque ya en la metodologia se ha
dejado expreso este mismo orden, puntualizando para el tema de los espinores se debe hacer la
salvedad de que este en esencia no constituye el analisis meta-analitico propiamente dicho, pero si
es su punto de partida. Aclarado lo anterior para (Neil J, 1998) el metaanalisis busca establecer
tendencias generales respecto a numerosos estudios que han sido disefiados con propdsitos
semejantes. Ya como se menciono en el planteamiento del problema de investigacion: en esta
investigacion se busca una manera de aproximar a los licenciados en fisica al concepto de espinor,
y para ello el grupo de estudio que se tiene en cuenta (seccion 1.1) seran los libros de texto que
buscan llevar este concepto de forma propedéutica, esto nos lleva a indagar sobre un amplio cuerpo
de informacidén acerca del material pensado para este propoésito, por lo tanto, la concepcion de
analisis y sintesis enunciada requiere una correccion o adecuacion de sus métodos, con tal suerte
que se logre dar un tratamiento mejor al grupo de estudio. Por lo tanto, dentro del analisis y sintesis

deben incluirse los siguientes pasos:

1. Reunir un grupo de estudio (para este grupo de estudio se tomaron 3 elementos)

2. Determinar unas métricas o variables que les sean comunes al grupo de estudio para la
comprobacion de resultados.

3. La codificacion de datos, la cual sugiere, entre otras, una descripcion del grupo de
estudio.

4. 'Y finalmente la aplicacion de técnicas descriptivas y correlativas para examinar los
resultados de los diferentes estudios realizados a los individuos de la muestra. (para este

caso se realizara un muestreo de frecuencias)

El grupo de estudio, es decir, los documentos, pretenden ser textos que no abarquen extensiones
mayores a las 100 paginas, debido a que se busca tratar con documentos concretos de forma que el
numero de tematicas dentro del muestreo no sean demasiado extensas, llegando a exceder la
muestra internamente, esto implica articulos, secciones de libro, informes monograficos entre

otros.

Luego la métrica con la que contara serd en funcidon de los textos: la pertinencia en la
informacion, ya en la seccion anterior se enumeraron las particularidades por las que los textos

pueden llegar a presentar problemas respecto a el contenido manejado y presentado, ya sea por ser
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escritos del tipo matematico o por tendencia excesiva a ser abordados cronologicamente, etc.
dificultades manifestadas en la (Seccidon 1.1 inicial). Otro punto respecto a este criterio es la
existencia de documentos excesivamente generales que no profundizan en los temas y se bastan
con dar informacion curiosa o nada rigurosa sobre el tema en cuestidn, y si la intension es estrenarse
en la diciplina estos documentos no daran mas que generalidades (en principio los documentos que
trata la investigacion no presentan la Gltima dificultad ya que se eligieron textos formales) por lo
tanto, lo que tratarad de revisar este apartado consiste en la coherencia y cohesion del tema, para
ellos sus subcriterios seran: la referencia del documento, para esto se indaga la pertinencia segln
autor, fecha de publicacion, casa editorial, etc. este como un primer criterio no a evaluar
directamente pero que constantemente estara dejando expresa la trascendencia del texto junto con

su importancia.

A continuacion, se indaga sobre el tema tratado de manera general, el propdésito del autor y la tesis
del autor, pues en funcion de la coherencia debemos contrastar estos tres aspectos, por ejemplo, el
caso de no corresponder la suposicién original con la que el texto se elabor6 y el producto final,
como en el caso de la causa de una publicacion péstuma de notas dispersas, como es el caso de

“TheTheory of Spinors” entre otras.

Otros de los aspectos que deben ser caracterizados son aquellas omisiones producto de algunas
pretensiones del documento, por lo que se deben enunciar con el fin de detectar, mas alla de las
falencias, el contenido exceptuado o asumido ya conocido, o innecesario, pero que el proceso de
aprendizaje puede no ser tan facilmente saltado, en este se intentara dejar algo de lo omitido y no

solo decir que hace falta.

El segundo criterio o variable del estudio sera la facilidad de acceso, aspecto primordial en la
intension de introducir el concepto de espinor, ya que sin este el presupuesto de “pertinencia en la
informacion” no puede caracterizar y categorizar documentos excesivamente formales y complejos
sin que importe en lo mas minimo el aspecto pedagdgico con el que deseamos dimensionar esta
investigacion. Para este criterio se tienen en cuenta subcriterios como: si en el texto se realizan
reflexiones del corte fisico, reflexiones del corte interpretativo frente al tema, el tipo de
metodologia con que aborda el tema y cuales aspectos se pueden aprender en funcion del texto.
Estos dos criterios pueden llegar a complicar el modo en que el texto se desarrolle por la dimension

con la cual debe tratar en cuanto al analisis, es por ello por lo que las herramientas metacognitivas
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toman en este punto de la investigacion un papel importante para simplificar las enormes
reflexiones que pueden derivar de estos dos criterios. En la figura que continua se deja expresas de

una mejor forma los dos criterios.

La estructura general que guia la construccion de los esquemas metacognitivos (mapas
conceptuales, organizacién bidimensional que muestra la dependencia que guardan los conceptos
dentro de la teoria espinorial preservando en su ldgica organizacional los planteamientos y
abordajes particulares de diversos autores) se centra en una argumentacion serial, es decir, las
conclusiones de una primera premisa Se convierten en una premisa para ayudar o argumentar una
conclusién (Vallverdu & Farrés). Cada uno de los esquemas presentan una estructura medular, es
decir, se ramifica desde un eje central. Este eje de ramificacion presenta una orientacion dextrogira;
entiéndase, lo anterior como, que la organizacién de los conceptos basicos se encontrara en la parte
derecha siguiendo una relacion descendente mientras que los conceptos con un mayor grado de

complejidad se presentan en la parte izquierda bajo una relacion ascendente.

Esta relacion decendente permite la organizacion de cada una de las ramas “Conceptos” de tal
manera que sigan una estructura en la que es posible construir una argumentacién serial, esto Gltimo
implica que cada concepto “rama-conceptos” representa conceptos comprendidos y correctamente
delimitados a partir de sus derivaciones, “Derivacion de las ramas-ideas”, donde las derivaciones
siguen una logica de argumentacion convergente para con sus ramas. Es necesario aclarar que,
aungue las ideas o derivaciones de las ramas se presentan bajo esta Idgica de convergencia, ellas
pueden cumplir este tipo de relaciones con otras derivaciones que no pertenezcan necesariamente
a su rama de origen, razon por lo cual, con base en lo anterior las ramas guardan con sus

derivaciones una argumentacion divergente.

Finalmente, de este hecho se presentaran lineas fuera de la estructura modular que no obedecen a
los tipos de relaciones mencionadas y que permiten argumentar otro tipo de dependencias entre la
teoria. A continuacion, se presenta los tipos de relaciones y la forma como se representan

esquematicamente en los mapas conceptuales
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Tipo de Relacion

Forma de Representacion Esquemaética

Por Argumentacion Serial
[La conclusién de una primera premisa se
convierte en una nueva premisa para

argumentar o apoyar una conclusion]

Por Argumentacién Divergente
[De una misma premisa se pueden derivar dos

conclusiones diferentes]

i

Por Argumentacion Dependiente
[Las premisas se relacionan entre ellas para

dar lugar a una conclusion]

Por Argumentacion Convergente
[Las premisas son independientes entre si 'y

cada una apoya por su lado a la conclusion]

B D
\_m
o

—
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Tabla 3 Cuadro Comparativo entre los Tipos de Relaciones y sus Respectivas Representaciones Esquemdticas en los Mapas
Conceptuales

9.2. Textos analizados.

Teniendo en cuenta esta forma de organizacién en los Anexos F, G, H se muestran los mapas

conceptuales realizados para los tres documentos analizados.

Respectivamente los tres documentos analizados fueron: Introduccion a la Teoria Espinorial
(primera parte) Informe Monogréfico (Pedro R & OBregon), Espinores Cuadridimensionales
(Landau & Lifhmit, L. D. Landau; E. M. Lifhmit); Teoria de campos y Particulas (Ignacio lllana,

Teoria de Campos y Particulas, s.f.).

Del analisis realizado mediante los mapas conceptuales se puede encontrar que, en el primer
documento, “Introduccién a la Teoria Espinorial (primera parte) Informe Monografico” existen
como fortalezas del documento las explicites en cuanto a los desarrollos matematicos de la teoria
espinorial, presenta una buena secuencia de los conceptos abordados (presenta primero todos las
definiciones que le serviran posteriormente como herramientas demostrativas) y presentan
ilustraciones de las relaciones entre grupos y la modelizacién de las rotaciones. Estas fortalezas
ayudan al entendimiento del concepto de espinor porque muestran la estructura matematica con la
que se opera en la teoria espinorial, asi como ciertas demostraciones que dejan ver parte de la
naturaleza del espinor cuando se hace necesario hacer ciertas transformaciones... el concepto que
mejor se presenta en este documento es la relacion entre espinores y tensores y la representacion
espinorial de las transformaciones de Lorentz. Las dificultades u omisiones encontradas, fuera de
las algoritmicas y de las definiciones que plantea, se encaminan a que no se presenta ninguna
reflexion sobre la naturaleza de estas representaciones espinoriales, mas alla de ser capaces de estar
presentes en un marco tedrico de donde toma sus definiciones es decir los objetos que definen, lo
cual se puede subsanar al hacer una pequefia introduccion en la que se presenten las cualidades
geométricas del espinor, su definicion desde las formas cuadraticas y una introduccion a las
operaciones entre multivectores, que si bien son presentados, su Unica finalidad es completar

demostraciones. Finalmente, cabe mencionar que las fuentes presentaban problemas para poderse
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visualizar correctamente por lo que solucionar este problema constituye construir un documento

en base al indagado, lo que ya se logro con el mapa conceptual.

Del analisis realizado mediante los mapas conceptuales se puede encontrar que, en el segundo
documento analizado, Espinores Cuatridimensionales (Landau & Lifhmit, L. D. Landau; E. M.
Lifhmit) existen como fortalezas del documento el amplio nimero de reflexiones des sentido fisico
sobre los espinores, particularmente en este documento se muestran varias definiciones para el
espinor y se muestra como pasar entre definiciones. Estas fortalezas ayudan al entendimiento del
concepto de espinor, porque muestran las distinciones que se deben tener presentes segun el tipo
de definicion de espinor que se esté trabajando y las relaciones algoritmicas estan bien definidas.
Las dificultades u omisiones encontradas se relacionan con los adecuados ejercicios que pusieran
a prueba la comprensién del lector, lo cual se puede subsanar al hacer una construccién de un

conjunto de ejercicios que ayuden a verificar y utilizar las diferentes definiciones de espinor

Finalmente, del andlisis realizado mediante los mapas conceptuales se puede encontrar que, en el
tercer documento analizado, Teoria de campos y Particulas existen como fortalezas del documento
una definicion mas formal de los espinores desde la teoria de grupos. Estas fortalezas ayudan al
entendimiento del concepto de espinor, porque desde esta definicion se pueden encontrar
explicaciones que emplean las definiciones como grupo de irreductibilidad y grupo de
representacion, que es donde se encuentra gran parte de la teoria formal de los espinores y desde
aqui se pueden encontrar relaciones con otras teorias, como lo pueden ser las algebras de Clifford.
Las dificultades u omisiones encontradas son falta de ejemplificaciones de la teoria y aplicaciones
de esta, se centra exclusivamente en la légica interna de sus definiciones presentando problemas

fisicos que pongan a prueba la teoria.
9.3. Reflexiones finales

Los espinores y el abordaje que se dio en este documento los conciben como un formalismo de
grandes alcances teoricos, muestran la necesidad de definiciones mas precisas, elaboradas y
generales entendiéndolo como fruto de una aporia. Se mostraron varias de las diciplinas académicas
de la ciencia que se pueden y se han venido beneficiando de esta teoria. Su construccién apuesta
por los ideales de irreductibilidad y axiomatizacion de la teoria fisica comprendida desde la

covarianza de las leyes de la fisica se trabaja con elementos fundamentales para el estudio de la
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fisica. Integra en su conglomerado te6rico muchas concepciones geomeétricas necesarias no solo
para la modelizacion sino también para la comprension de las elaboraciones tedricas que
empleamos para explicar el mundo, razén por la cual, este formalismo puede ser de importancia
cardinal para la ensefianza de la fisica moderna, pues, gran parte de sus formulaciones ya estan

capturadas dentro de la teoria.

Respecto a la revision bibliografica se debe tener presente que el principal problema que deseamos
resolver era mejorar la comprension de los espinores en cuanto a su naturaleza, el texto que mejor
logra este objetivo desde un acercamiento propedéutico es el de Cartan y lo logra gracias a su
contricién que aboga por las comprensiones geométricas de espinor. En segunda medida,
encontramos documentos que se centran cardinalmente en la demostracion, los que representarian
el siguiente grado de complejidad donde los procedimientos algoritmicos, ya con una intuicién
geométrica de base, pueden ayudar al estudiante de esta teoria a un mayor grado de compresion y
entender de manera mas clara las intenciones y alcances de teoria. Finalmente debemos pasar a las
cuestiones del sentido fisico y consecuencias practicas de todas estas formulaciones, es alli donde

la realidad fisica de toda la teoria puede presentarse de manera acabada.

Como recomendacion final para el acercamiento de la teoria espinorial es importante tener buenas
bases en geometria diferencial, puesto que desde esta teoria se encuentran muchas correlaciones y
explicaciones que facilitaran el abordaje, también es importante el abordar antes los documentos
sobre el formalismo como estructura matematica, es decir, es importante conocer toda lo referente
a la teoria demostrativa, para dar paso asi a las explicaciones fisicas de la teoria, este camino aunque

mas arduo permitira mayores comprensiones.

65



10. CONCLUSIONES

Dada la intima relacion que tienen los espinores con las operaciones geométricas de rotaciones,
reversiones, reflexion e inversiones, entendiéndolos como elementos constitutivos son un buen
punto de abordaje inicial. Para luego emplearles como elementos capaces de describir la
geometria de superficies.

La teoria de los espinores tiene la cualidad de que cualquier teoria representada en términos de
espinores es invariante bajo las transformaciones de Lorentz, condicion necesaria para que una
teoria tenga realidad fisica. Ensefiar los espinores con esto en mente, implica pensar en la
posibilidad de las reformulaciones de las teorias desde un abordaje espinorial, es decir, la
ensefianza de la fisica desde objetos fisicos supone una posibilidad enorme en cuanto a las
formas de llevarla al aula.

La formulacién de Cartan, comparada con otras formulaciones busca su explicacion por medio
de una intuicién geométrica, ademas, su descripcién llego a una forma irreducible desde la cual
se pueden abordar otras definiciones del espinor, es decir, el espinor de Cartan o mejor dicho
la teoria de Cartan nos permite estudiar otras definiciones de espinores y nos permite guiarnos
por una descripcion geométrica

Los documentos relacionados con el aprendizaje de la teoria espinorial abordados en el capitulo
I11, de manera individual presentan dificultades que argumentamos que llevan a comprensiones
sesgadas de los espinores. Abordados de manera conjunta los documentos y vislumbradas las
faltas que pueden llegar a presentar, no de manera formal o tedrica, méas bien en cuanto al

aprendizaje de los mismos, suponen una propuesta de ensefianza y aprendizaje.
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12. Anexos

A. Marco Tedrico

1) Cuadro Comparativo Presentando las Propiedades de los Grupos Algébricos y las Propiedades de

los Operadores de Rotacion

Tabla 4. Cuadro Comparativo Presentando las Propiedades de los Grupos Algébricos y
las Propiedades de los Operadores de Rotacion

Grupos

Operador de Rotacion

I. Cierre:

a,beGentoncesa*beG

Relacion de Clausura para el producto de
elementos del conjunto {R,, (¢)}

ﬁnl (‘pl)RnZ (p2) = §n3 (¢3)

I1. Asociatividad:

(asb)*c=ax(bx*c)

Propiedad asociativa para el Producto

{Rn, (9D Ry, (¢2)}Rr, (¢3)
= Enl ((l)l){ﬁnz (¢2)ﬁn3 (¢3)}

I11. Identidad:
Je tal que

axe=exa=a

Elemento neutro como operador identidad 1

R\n(qb) |¢=0 =1
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1V. Inverso:

Va,3a" ! tal que

ax*xa

elemento del grupo

l=glxa=e

IV. Existencia del reciproco o inverso de cada

R7Y(¢) = RI(¢) = R, (—9)

En este existe un Unico e y un Gnico a~! para cada a (Garcia, 2017).

2) Deduccidn de las relaciones de conmutacién de los operadores de momento angular total a partir de
los operadores de rotacion

ﬁx (S)ﬁy(e) - R\y (S)ﬁx (5)

~ 0 ~ 0, ~ L ~ 0
(1-ge) (1 o) - (1= (1- )

-~

1- E]Axg - %]Ayg - ﬁfx]’\y

i i g2

JO i g
-1 _E]xE_E]yg_ﬁ]y]x

g g
_ﬁ]x]y + ﬁ]y]x

<c'.2
- ﬁ (jxfy - jij)

ﬁx(g)ﬁy(s) - ﬁy(g)ﬁx(s) = ﬁz(gz) -1

Teniendo en cuenta la Ec.
(5.3.1) e igualmente

g S A
_ﬁ(]x]y _]y]x) = (1 - E]zg ) -1

g i,
52 (]x]y _]y]x) = E]zg

jxjy _jyfx = ihj,

La relacién de conmutacion

[]Ax'jy] = ihj,

g.e.d

Tabla 5. Deduccion de las relaciones de conmutacion de los operadores de momento angular total

a partir de los operadores de rotacion
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3) Deduccidn de las relaciones de conmutacién de los operadores de momento angular intrinseco a
partir de las relaciones de anti-conmutacién heredadas del momento angular total.

$yS; — 8,8,~S, Usando la relacion
de  conmutacion
(5.4.4)
ﬁ 0 Sustituyendo
a b+ic\|[ 2
(b e ) - (5.4.9) y (5.4.6)
2
h
_| 2 ( a b+ lC)
0 _hf\b—ic —a
2
h h h h
20 30+ [ a0+ Operando
R A R A
> (b —ic) 5 > (b —ic) 5@
hon hbticy -t
> a > a > (b +ic) > ( ic)
A b ic) + ho Aok
> ic > (b —ic) > a > a
i a oA 0 h(—b — ic)
SySz = Sz5y~ (h(b —ic) 0 )
sa _oa 0 —b—ic
$,8, = $,8,~h (b TN )
f e e 0 —ib+c
$,8, = $,8,~in (ib I )
ce ee (0  ib—
88 =88y~ —in(_,, . V)

Tabla 6 Deduccion de las relaciones de conmutacion de los operadores de momento angular
intrinseco a partir de las relaciones de anti-conmutacion heredadas del momento angular total
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4) Deduccion de S, a partir del conmutador [, S, |

(—ibo— c ? 0_ C) (b f ic bjaic) B (b il ic bjaic) (—ibo— c v 0_ C)

(ib = c)(b —ic) —a(ib —c) (b+ic)(—ib—c) a(ib —c)
( a(—ib —c) (=ib—c)(b+ ic)) B ( a(—ib —c) (b—ic)(ib—rc)

( ib%> +ic*? —a(ib— c)) 3 < —ib%? —ic? a(ib— c))

a(—ib —c¢) —ib%?—ic? —a(—ib —c¢) ib? + ic?

2i(b%2+c?) —2a(ib—c)
2a(—=ib —c) —2ai(b?+ c?)

<2i(b2 +c¢?)  2a(c—ib)
—2a(ib+c) —2ai(b?+ c?)

2 2

o E(b2+c2) —Ea(b+ic)
88y =88 =hi 1, R
—5(b—ic) —2 (" +c)

Tabla 7 Deduccion de S,

B. Expansion en Serie de la Funcion Trigonométrica Coseno desde el
Polinomio de Taylor.

Un polinomio es una expresion algebraica que consta de dos 0 mas temimos cuya expresion es:

agx® + ap_1x* T+ -+ a1x + a

Donde a;x* son los términos del polinomio con a;, como el coeficiente, y si este coeficiente es cero

se omite el término del polinomio que lo contenga, el coeficiente a; correspondera al termino con

mayor grado y k ser& un entero positivo mientras que los a; seran nimeros reales (Swokowski, 1986)

esto se puede expresar desde una serie empelando la nocidn de polinomio y la expresion (A4) de la

siguiente forma:
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) =) ark )
k=1
Ahora considerando la k-ésima derivada de una funcion polinémica evaluada en cero F*(0) se tiene:
F(x) = agx® + a;x* + ayx? + azx® + agx* + - +a,x™
F(0) = ag(x)° = ao
F(x)=1xa;+2%ax> 1 +3%xa3x3 1 +4xaux* 1+ 4nx*qx™?
F(0)=1xaqa,
F'(x)=1%2xa, +2%3%azx> 11+ 3x4xaqux* 11+ . 4+(n— 1D *n*ax® D1
F'(0)=1%2=xa,
F7(x)=1%2%3%a3+2*3%4xaqux* 1" 1" 14 4(n=2)*(n—1) *n*a,x™2-1

F7(0)=1%2x3x*a,

F*(0) = k! a; ©

Podemos observar que la k-ésima derivada evaluada en x = 0 es igual a k factorial, por el k-ésimo

coeficiente a, si despejamos de la Ec.(C) el coeficiente a; tenemos:

F’(0)
%= T (D)
Ahora si reemplazamos la ecuacion (D) en la ecuacion (B)
- FE(0)
f@) =) ——xk (E)
k=1 '

Asi se obtiene el polinomio de Taylor, dado por la expresion (E). El cual nos permite replantear
cualquier funcién suave en términos de una serie infinita. Ahora haciendo uso del polinomio de Taylor

vamos a re-expresar la funcion trigonomeétrica cos(¢) en términos de una serie infinita.
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La k-ésima Derivada de la Funciones derivadas evaluadas en
Funcion cos(x) cero
F(x) = cos(x) F(0)=1
F’(x) = —sin(x) F'(0)=0
F"”(x) = —cos (x) F(0) =-1
F’(x) = sin (x) F'(0)=0
F""(x) = cos (x) F(0)=1

Tabla 8 Calculos para el poloinomio de Tayler de las derivadas de las funciones Evaluadas en cero

Finalmente, solo hace falta reemplazar los valores de las k-ésima derivada evaluadas en cero en la
expansion de la serie en la ecuacion (E) tenga en cuenta que la sustitucion se presenta en negrilla:
x0 0xt —1x%2 O0x® 1x* 0x®> —1x©

1
fO=3r+rr—r * T tert e

y nos queda

3 1x?  1x*  1x®
fO=t=gr+ar—er ()

C. Generadores de la Rotacion, Rotaciones en el espacio

Teniendo en mente que esencialmente el momento angular se compone de rotaciones en el espacio,
se considera un vector en R? tal como se ve en la figura 2, el cual rota un angulo ¢ en direccion
contraria a las manecillas del reloj de tal forma que es posible describirlo por sus componentes en x

y v, dichas componentes estaran dadas por las funciones trigonométricas sin(¢) y cos(¢).
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y=sen(¢)
@

x = cos (¢)

Figura 2. Vector en (R"2) rotado un angulo ¢

Si sobre el anterior vector rotado, se aplica otra rotacion en un angulo a las componentes del vector
estaran dadas por las funciones trigonomeétricas sin(¢ + a) y cos(¢ + ) tal y como se muestra en

Figura 2

x" = cos(¢p + a) 1 cos(¢ + a) = cos(¢) cos(a) — sen(¢)sen(a)

v = sen(¢p + a) = xcos(a) — ysen(a)

sen(¢ + a) = sen(@) cos(a) + cos(¢)sen(a)

= ycos(a) + xsen(a)

llustracion 1 .Segunda rotacion de un vector en R"2en un dangulo a

Las ecuaciones que dan cuenta de la rotacion pueden expresarse en forma matricial de la siguiente

manera:

x cos(ax) —sin(a) 0\ /x
(y' = (sin(a) cos(a) O <)’> (5.3.1)
z 0 0 1/ \z

Cuyas ecuaciones serén, de acuerdo con la ilustracion 2 y la matriz (4)

x" = xcos(¢) — ysen(¢p) 4.1

y = ycos(¢) + xsen(¢) (4.2)
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z'=z (4.3)

Ahora para ilustrar los generadores de rotacion se empleara la nocion de rotacion infinitesimal que
es: la rotacion de un vector a través de un angulo infinitesimal € tal y como se muestra en la Figura
3. Para estas rotaciones infinitesimales la proyeccion del vector sobre el eje x es aproximadamente
igual a la del vector sin rotar (cos(e) = 1); mientras que la proyeccion sobre el eje y sera

aproximadamente igual a la del vector sin rotar mas al incremento u angulo ¢, (sen(¢) = €).

cos(e) =1

sen(e) Z ¢

H\

Y
r

lustracion 2. Vector en R"2 'Rotado un Angulo Infinitesimal &

Ahora tenemos que x” y y” se represarian en funcién de la rotacién infinitesimal, teniendo presente

las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3). de la siguiente manera.

x" = xcos(g) — ysen(e) (5.1)
Yy’ = ycos(e) + xsen(¢) (5.2)
zZ'=z (5.3)

Yaque cos(e) = 1y sen(e) = ¢, Para el caso de la rotacion en 3 dimensiones sobre el eje z, tenemos
que las ecuaciones de transformacion directa seran:

X' =x—c¢gy (5.1.1)

y=ex+y (5.2.1)
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z'=z (5.3.1)

En consecuencia, se deduce que su representacion matricial es:

x’ 1 —& 0\ /x
(y') = <e 1 0> (y) (5
z 0 0 1/ \z

La ecuacion (5) se puede reescribir de la siguiente manera

x 1 0 0 0 -1 0\]/x
(7)-1(0 £ o)+<(1 o (5 ©
z 0 0 1 0 0 0/1z

Donde la matriz en negrilla representara el generador de la rotacion alrededor del eje z. De manera
similar se encuentran los generadores de la rotacion para los demas ejes cartesianos, a estas matrices

se le suele notar con G,,. Las ecuaciones de transformacion directa y sus generadores de rotacion son:

Tabla 9. Ecuaciones de Transformacion para las Rotaciones Infinitesimales en un Angulo &

Ecuaciones de Transformacion Directa Generadores de
Rotacion
x =x 0 0 O
Rotacion sobre el eje x {y' =y—¢z G,=|{0 0 -1
Z’Zey+z 01 0
x' =x+ez 0O 0 1
Rotacion sobre el eje y { y =y Gy=(0 0 0
Z’=—sy+z -1 0 0
x'=zx—¢&z 0 -1 0
Rotacién sobre el eje z{y" = ex + y G;=(1 0 O
zZ =z 0O 0 o0

(Garcia, 2017)}

De esta forma se encuentra de forma explicita la manera en que se obtienen los generadores de
rotacién; un tépico necesario para abordar las relaciones de conmutacion para el momento angular de

la teoria cuantica.
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D. Capitulo |

Tabla 10 Comprobacion de que la descomposicion de la forma cuadrdtica para un vector isotdpico en términos se puede dar en
de &o,$4

x3+x3+x5=0

Con:
(65 — &)+ (i85 +ED)* + (—286)* =0 Xy = &5 —&Fi xp = i(85 + &)
X3 = —2&pé;

§o— 28687 + &1 + (DG + 28587 + ¢ + 48567 =0

o — 28587 +81 +80 — 28587 — S + 48581 =0

—48587 + 45557 =0

E. Definiciones

Definicién 1. Forma Bilineal sobre un Espacio Vectorial
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Sea IV un espacio vectorial sobre el cuerpo (R o C), siendo f42 una aplicacion que a cada par de
vectores le asigna un escalar, es decir:

fiVxV >k, (%)~ f(X,9)
Donde f es una forma bilineal sobre V' si cumple si se verifica que

fAX+2%,9) =Af (X,5) + A f (X, 37)} VX,
fEAY+ AY) =GN+ Af(EY)) VX

EV, VAV EL

X,y
Y,y €V, VLA €k

(Roman, 2006)

Definicién 1.1. Conjunto de Formas Bilineales sobre V

Se denotara con B(V) al conjunto de formas bilineales sobre V, este también es un espacio vectorial
sobre k respecto a las operaciones usuales (suma de funciones y producto de funciones por un escalar)

(Roman, 2006)

Definicién 1.2. Generalizacion de las Formas Bilineales entre Espacio Vectoriales

Sean tres espacios vectoriales U, V, W todos ellos sobre un mismo cuerpo k se dice que una aplicacion

f es bilineal
f:UxV - W
Para cualquier
uu euvu
N ML Ek
v,V E V} y

Si se verifica que

fQU+2U,0) =AW, y) + AV f@,Y) }
f@AV+ A0) = Af (X, 9) + A f (X", 9")

(Roman, 2006)

Definicién 1.3. Definicion Analitica de una Forma Bilineal

Sea IV un espacio vectorial sobre el cuerpo k y sea f una forma bilineal
fiVxV -k

Si ladimensién de V esn, y si B = {&,, &, &5, ..., €, } €s una base de V. Entonces para cualquier par
de vectores de X,y € V, por lo tanto

2 Ala funcién f se le llamara <<forma>> debido a que toma los valores en el cuerpo k.
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n ai; Az o An |y
N a a e Aon
f(x; )’) = z ajj xX;yj = XTAX% = [xl X3 .. xn] 21 22 y.2
Lj An1 Qpz Apn | Ln
Donde
a;;j:Son los escalares a;; = f(€;, €;)
x;, yj: Denotan las coordenadas de los vectores X = Y. x;€; y y = X y;€;
A% = [a;;]: la matriz nxn#s

(Roman, 2006)

Definicién 1.4. Cambio de Base y Matrices Congruentes

Sea f una forma bilineal
f:VxV -k

Donde V es un espacio vectorial sobre el cuerpo k que tiene dimension n si A es la matriz asociada a
f en una primera base de V, y si A" es la matriz asociada a f respecto de la otra base, entonces se
tiene que:

A" =PTAP
Donde P es la correspondiente matriz del cambio de coordenadas

Nota: La matriz P permite poner X" = PX, donde X y X~ son las matrices columna de las coordenadas
de un mismo vector genérico en la primera y segunda base respectivamente.

® Dos matrices cuadradas A y A" del mismo tamafio nxn se dicen matrices congruentes si existe
alguna matriz P que cumpla A" = PTAP

® Dos matrices son congruentes si estas asociadas, ambas, a la misma forma bilineal respecto
de distintas bases

® Para el conjunto uyla congruencia de matrices es una relacion es una relacion de
equivalencia*®

(Roman, 2006)

43 Téngase en cuanta que X7 AX es una matriz de tamafio 1x1 cuyo Unico elemento es el escalar ), a;jx;yjcon el
que se identifica dicha matriz.

44 Se suele referir a A como la matriz de Gram de la forma bilineal f en la base B. En otras palabras, la matriz de Gram
es el producto interno de todos los vectores. En el caso real la matriz de Gram es simétrica. En el caso complejo la
matriz de Gram es hermitica (auto adjunta) Si los vectores son ortogonales la matriz de Gram es diagonal, si los
vectores son ortonormales la matriz de Gram es la identidad.

% La correspondencia f — A es un isomorfismo del espacio vectorial B(V) de las formas bilineales sobre el espacio
V de dimensién n, en el espacio vectorial u,, de las matrices cuadradas nxn.

46 para mostrar que u,, es una relacién de equivalencia tiene que ser: reflexiva (4 es congruente consigo misma),
Simétrica (A es congruente con A’, A" es congruente con A), y transitiva (si A es congruente con A”, A" es
congruente con A”. Entones, A es congruente con A”')
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Definicién 1.5. Formas Bilineales Simétricas y Antisimétricas

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k y f una forma bilineal
f:VxV =k
Se dice que
f essimétricasi f(y,%) = f(X,y) VX,y €V
f es antisimétricasi f(¥,%) = —f(X,¥) VX7 €V

Toda forma bilineal se puede expresar como la suma de una forma bilineal simétrica (f;) y una
forma bilineal antisimétrica (f,)

f=Ff+la
Donde

1

1
fa®& ) =5 &) - f(5,2]

1. Los conjuntos de formas bilineales simétricas se representan con B, (V) y Los conjuntos de
formas bilineales antisimétricas se representan con B, (V) son subespacios suplementarios del
espacio B(V) de las formas lineales.

2. Si el espacio V tiene dimension finita y si A es la matriz asociada a la forma bilineal
f:VxV — k respecto de una base cualquiera, entonces:
[f es simétrica < A es simétrica]
[f es Antisimétrica < A es Antisimétrica]
I. Si A es la matriz asociada a la forma bilineal f, entonces, las matrices A y A, de f; y

fa soOn:
1
As = > [A+ AT]
1
Aqg = 2 [A—AT]

Il. Noteseque A = Ag + A,
(Roman, 2006)

Definicién 2. Formas Cuadraticas

Considerando el polinomio de segundo orden de dos variables como:
w(%,y) = ax? + bxy + cy?

Para su estudio se recurre a las formas bilineales simétricas
- - =7 S/ ’ b ’ ’ ’
f((x,y),x,y) =axx +§(xy + xy) + cyy
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Six =X’y y =y entonces
fF(&Y), (&, ¥)) = ax? + bxy + cy?
(Roman, 2006)

Definicién 2.1. Formas Cuadréaticas (Definicion Formal)

Si V es un espacio vectorial, sobre un cuerpo K. Se llaman formas cuadraticas definidas en V a las
aplicaciones
w:V -k

Que cumple lo exigido en cualquiera de los dos siguientes puntos’

i.  Dada una forma bilineal simétrica f: VxV — k se llama forma cuadréatica asociada a f a la
aplicacion
w:V -k X wX)=fXx)
ii. Laaplicacion w:V — k es una forma cuadratica si se verifica
a wx)=2w) VX EV y VAEk
b. Lafuncion f:VxV — k definida mediante la relacion

1
fEY) = sl0E+y) - 0@ -0@)]*®
Es bilineal (simétrica)

(Roman, 2006)

Definicién 2.2. Matriz de una Forma Cuadratica (Cambio de Base y Rango)

Sea IV un espacio vectorial sobre el campo k, y sea w:V — k una forma cuadratica cuya forma polar
es f. Si V tiene dimensién ny si B = {€;, €,, €3, ..., €, } €s una base de V, entonces para cualquier
vector ¥ € V es:

Y an1  An2

n ai1 A1z Qin | 21
. o a
w(X) = Zaijxixj = XTAX =[x, x; ... %, ][22 G220 (X2
Ann | LXn
donde
A = [a;;]: es la matriz simétrica nxn con a;; = f(&;,¢é;)
w(%): Matriz de la forma cuadratica w en la base B
X = [x;]: matriz columna de las coordenadas x; en la base B

o Sj A" es lamatriz de w en otra base B’, entonces

47 Equivalentes entre si

% A f se le llama forma polar de w. Otra forma de escribirlo es: f(X,y) = %[a)(a? +9) —w(@—3)]
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A = PTAP
Donde P es una matriz regular que permite el cambio de coordenadas de B a B’, por lo tanto, Ay A’
son congruentes
- Todas las matrices asociadas a la forma cuadratica w, en las distintas bases de V tienen el mismo
rango, al cual se le llama “rango de la forma cuadratica”
Rang w = Rang A

(Roman, 2006)

Definicién 2.3. Espacios Vectoriales de las Formas Cuadraticas

® SeaV un espacio vectorial, sobre el cuerpo k, el conjunto de formas cuadraticas de V en k al que se
denotara por L(V) es un espacio vectorial sobre k respecto a las operaciones usuales*®

® La correspondencia en la que, a cada forma cuadratica, de £L(V), se le asigna su forma polar, forma
bilineal simétrica de B, (V), es un isomorfismo de espacios vectoriales

® SiV tiene dimension n y se elige una base una base de V. La correspondencia en la que, a cada forma
cuadratica, de L£(V), le asigna su matriz asociada, en esa base, es un isomorfismo en el espacio
vectorial de las matrices simétricas de tamafio nxn.

(Roman, 2006)

Definiciéon 2.4. Conjugado Respecto de una Forma Cuadratica

Comparacion entre la ortogonalidad y la conjugacion:

+ Ortogonalidad: El producto escalar entre dos vectores es nulo
+ Conjugacion: La forma bilineal entre dos vectores es nula.

La conjugacion conserva algunas de las propiedades de la ortogonalidad, pero no todas:

¢ Un vector, diferente del nulo, @ # 0 no puede ser ortogonal a todos les vectores del espacio
> No obstante, en general, puede existir un vector, diferente del nulo, a # 0, tal que:
f@,x)=0 vVx eV
(Roman, 2006)

Definicién 2.5. Vectores Conjugados:

» Sea w:V — k una forma cuadratica, en el espacio vectorial V, sobre el cuerpo k, y sea f la forma
polar de la forma cuadratica w. Se dice que X,y € V son vectores conjugados respecto de w 0
respecto de f que se verifica que:

f#y)=0

> Si V tiene dimension finita y si A es la matriz simétrica de la forma cuadrética w de una cierta base
del espacio vectorial V, entonces, X,y € V son conjugados con respecto de la forma cuadréatica w si
y solo si:

49 Suma de funciones y producto de funciones por un escalar
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XTAY = 0 (Relacién de Conjugacion)
Donde X y Y son matrices columna de las coordenadas de X, y respectivamente.

Observaciones:
1. El vector nulo es el conjugado de todos los vectores del espacio
f(%0)=0Vvx eV
2. Larelacion de conjugacién respecto de la forma cuadrética w es simétrica
1) Si X es conjugado de y, entonces
2) y esconjugado de X
i. Lo anterior es evidente porque f( y,x) = f(%,y) la forma polar de la forma cuadratica
f es simétrica
3. Dos conjuntos de vectores (en particular, dos subespacios) son conjugados respecto de la forma
cuadréatica w; Si cualquier vector de uno de ellos es conjugado de todos los vectores del otro.

(Roman, 2006)

Definicidon 2.6. Subespacios Conjugados de un Vector

Sea w:V — k una forma cuadrética, en el espacio vectorial V, sobre el cuerpo k, y f la forma polar
de w. Seax, € V un vector fijo tal que:

I. El conjunto que forman los vectores conjugados del vector fijo x;, es decir,
() ={X €V If(x,%) =0}
es un subespacio vectorial de V, se le llama subespacio conjugado del vector x, respecto de la
forma cuadrética w.
Il. Silaforma cuadratica w del vector fijo X, es diferente de cero w(xy) # 0
El subespacio £(x,) es suplementario®® de subespacio v (x,) que engendra x,
I11. Si la forma cuadratica w del vector fijo x, es diferente de cero w(x,) # 0
Si (%o, X1, X3. ..., Xn—1) €S Una base de V (Suponiendo que la Dim V = n) entonces, £(x,) adite
por base a (uy, Uz ..., Up—1)
Siendo
f( J_C>0, 56)

w(fo)

—

ui=5c'i—/1i5c’0 COTL/L'= =1,2,...,Tl—1)

(Roman, 2006)

Definicién 2.7. Formas Cuadraticas Ordinarias v Degeneradas “Nicleo”

50 En un espacio vectorial V, dos subespacios U, Y U, se dicen suplementarios si cualquier vector i € V se puede
expresar de una sola manera, como la suma: i = U, + U, de un vector i; € U, y otro U, € U,, seglin lasuma
directa de dos subespacios se verifica que:

(Los subespacios U; Y U, de V son supletorios) & U, @ U, =V & (

U1+ U2=V>
Ulﬂ U2=0
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Sea w:V — k una forma cuadratica, en el espacio vectorial V sobre el cuerpo k, se llama nicleo de
la forma cuadratica w al conjunto que forman los vectores de ¥V que son conjugados, respecto de w,
de todos los vectores de V

Este subconjunto es un subespacio de V' y se lo denota por
Nuc(w) ={X €V If51(%,y) =0, Vy eV}
Se dice que:

I. La forma cuadratica w es una forma cuadratica ordinaria si Nuc (w) =0
Il. La forma cuadratica w es una forma cuadratica degenerada si Nuc(w) # 0, sin no es
ordinaria®?
a. SilaDimV =ny A eslamatriz asociada de la forma cuadratica w en una cierta base de
V. Entonces, el nlcleo de w esta formado por los X € V tales que:
Nuc(w):AX =0
Donde X es la columna de coordenadas de x
b. En el caso, de dimension finita n, se verifica que:
Rang(w) = n — Dim[Nuc(w)]

(w ordinaria) © Rang(w) =n
(w degenerada) < Rang(w) <n
(Roman, 2006)

Definicién 2.8. Aplicacion Lineal Asociada a una Forma Cuadratica

Dada una forma cuadratica w:V — k, y llamase a f la forma polar de w. Para cada vector i € V, las
aplicaciones parciales f(_, 1) y f(u,_) definidas por

fU):X » f(%,°)
f@,): ¥v f(U,X%)

Son aplicaciones lineales de V en k. Son aplicaciones lineales o elementos des espacio dual V*.
Puesto que f es simétrica estas dos formas lineales

fCW y f@,)
Son iguales. La aplicacion w, (asociada a w)
wg:V->V*
U w,@) =00 = f@.)

Es una aplicacién lineal ya que para cualquier u, v € Vy A, u € k

51 Aqui f corresponde a la forma polar de la forma cuadrética w

52 - , . . =2 2\ iy .z
Para que un vector X pertenezca al nlcleo, no es suficiente que sea f(¥,%X) = 0. Cuando se verifica esta relacién,

es decir, cuando w(¥) = 0 se puede decir que le vector es auto adjunto respecto a la forma cuadratica w.

53 Esto quiere decir que: Existe un vector X, # 0 que es conjugado respecto de la forma cuadratica w de todos los
vectores del espacio vectorial V.
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wq (AU + uv) = Awg (@) + pwy (D)
wa (AU + uv) (X) = (Awg (@) + pwa(¥))(X)

Definicién 2.9. Aplicacion Asociada a w

Dada la forma cuadrética w: V — k a cuya forma polar se le llama f, se llama aplicacién asociada a
wala

we(V):V > V*
Ur w,=fCu) = f@.)
Que es lineal

El nicleo de w, esta formado por aquellos vectores 1 € V tal que (i, ) es la aplicacién nula, esto
es,
fW,y)=0 VuevV

Lo que es equivalente a decir que i pertenece al nicleo de w, por lo tanto, el ntcleo de la forma
cuadratica no es mas que el ntcleo de su aplicacién lineal asociada a w,.
(Roman, 2006)

Definicién 3. Espacio Dual

Sea IV un espacio vectorial sobre un cuerpo k, se llama a f forma lineal V a toda aplicacion del
espacio vectorial V en k54, Es decir, la aplicacion

oV -k
Es una forma lineal paraV 4,7 € VyV u, A € k se verifica
P+ uv) = Ap@) + pe)

Al espacio vectorial L(V, k) de formas lineales de V se le denota por V* Y recibe el nombre de
espacio dual de V.

(Roman, 2006)

Definicion 3.1 Espacio Vectorial . n

Se denota por u,,., al conjunto de matrices de tamafio mxn con elementos de un cierto cuerpo k;
cada una de ellas, A, se corresponde biyectiva mente con su aplicacion lineal asociada f, (de k™ en
k™) respecto de las bases candnicas, con:

O SumaA+BVA,BEI-l—mxn

54 Espacio vectorial sobre si mismo
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o Producto AMAV A € upmn VAE K
Las operaciones permiten asegurar que la biyeccion entre ., Y L(k™, k™) es un isomorfismo
(Roman, 2006)

Definicién 3.2 Base Dual

La base dual se puede construir a partir de las siguientes formas lineales ¢, ¢,, @5

¢1:(x,y,2) P @1(x,y,2) = x

P2:(%,,2) = 1(x,y,2) =y

p3:(x,y,2) » 91 (x,y,2) =z
Cualquier forma lineal se puede poner como una combinacion de las tres formas lineales @1, @,, @3

¢(x,y,z) =ax + by + cz
p(x,y,2) = ap1(x,y,2) + bo,(x,y,2) + cp3(x,y,2)
Es decir
¢ = aps +by; + ce3

si V es un espacio vectorial, sobre un cuerpo k con dimension ny B = {€;, &,, €, ..., €, } €s una base
de V, entonces el espacio dual V*también tiene dimension n una de sus bases es B* =
{p1, @2, ..., o} que se llama basa dual de B para (i = 1, 2, ..., n) siendo

oV ok X @i(X) =x
Donde
(x;,i — ésima coordenada de X en B)
Las coordenadas de la forma lineal ¢ € V* en la base dual son escales Y (&;), ¥(€,), ..., Y (&,).

(Roman, 2006)

Definicién 4. Mutivector simple r-vector

Se define como el producto exterior de vectores linealmente independientes (ortogonales)
A, =adyNdy ANds A...Nd, Tr<n
Donde n es el nUmero de dimensiones del espacio

> Interpretacién Geométrica: Un r-vector®® se puede interpretar geométricamente como
un volumen r dimensional de un espacio vectorial 1;,.cuyos vectores son linealmente
independientes

55 Se puede interpretar como la extensidn de la definicién de nimero dirigido
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o Bivector: Segmento de area dirigido
o Trisector: Volumen orientado de 1},, volumen dirigido

> El producto Exterior de Vectores es Asociativo

(dy Adg) ANdz = dy A (dy Ads)

» Permutaciéon y Dependencia Lineal Multivectorial: Se pueden emplear las permutaciones para
estudiar la dependencia lineal de un conjunto de vectores; un multivector se dice dependiente
linealmente de otro multivector si es posible por medio de la permutacién obtener el multivector con
el que se compara

» Conmutatividad y Anti-conmutatividad: En el producto exterior de vectores y r-vectores estos pueden
conmutar o anti-conmutar, casos:

o Parar par (se presenta conmutatividad)

o Parar impar (se presenta Anti-conmutatividad)

Expresion general

rpar AAA.=A.Nd

aNA, =(—1)"A /\*={ .
Andy = (=D"ArAa rimpar dANA,=—-A.ANd

(Spinel G)

Definicién 5. Producto Geométrico

En general no es conmutativo ni anti conmutativo

- -

-7 1 -7 7> 1 - -
ab = E(ab + ba) +E(ab —ba
Correspondencia del producto genético vector y multivector
N 1 - N 1 - =
aA, = 3 (dA, + (—DTA-Aa) + E(aAT —(—DTA,AQ)
A, =d- A, +anA,
Producto geométrico de tres vectores linealmente independiente

» Axioma: Cualquier Multivector del algebra de Clifford se puede descomponer en la suma de r-
vectores de diferente grado
M =M0+M1+"’+Mn
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Introduccion a la Teoria de Espinores
(Informe monografico)
Parte 1

Autores

( Primera Definicién Espinores

Felipe Peredo R.

Son las soluciones de las ecuaciones de Dirac entendidas como

funciones g Octavio Obregon

. T4 2 2
”QD R*P—-C*x C Aplicaciones de las transformaciones de Lorentz a los vectores

W es una funcion en Minkowski que puede ser expresada como

el producto de dos elementos elementos de c2 Definicién e interpretacion de las transformaciones

Objetivos "infinitesimales"

Representacion de cualquier tensor (sobre Minkowski) por
medio de un espinor-tensor

waj wb € (CQ

, (r-l—is t+2'u)
Mya (CF) B= vtHiw T+iy

Algebra de matrices complejas 2x2

Cuyas componentes

Se transforman bajo las transformaciones de Lorentz

SU(2): {BE M, ,(C) ‘ B(B)'=1, Det B= 1}

Grupo especial unitario

SL(2): {BeM, ¢, | Det B=1}

Grupo especial lineal

o -1 0 0 0 —1000
\ Rotaciones / 01 0 0 0 100
O@B1):{AlA ,eR/A 0 0 _ A= 0 010
r o 0 0 1 0 001
n=(Cos (a), Cos (), Cos(v)) / «,B,v¢€[0,7] Grupo de Lorentz homogeneo
Las Rotaciones en R3 se determinaran por un vector unitario n
+. —
0(3,1) .{AEO(3,1) ’DetA—l,A11>O}
Grupo de Lorentz propio
o\
(O'.) = 0.
(2 (2
Hermitica
Una rotacion en R3 sera la misma
independiente de su orientacion
Notacion
: Propiedades - _ —3
: 0'20'3 0'30'2 20'1
Dextrogiro Generadores del grupo
"Transformacion Espinorial Identidad" )
asociada a una rotacién <U7;> =(rf +7.§+7.§) I; o= (01’02703)
Producto escalar al cuadrado con un vector en R3
01 0 —i 10
”."5(1 ()) ”F(; ()) ”:E(() —1)
R(D) p— I Matrices de Pauli <0'7 ?><0'7 ;>_<0'7 ?> <U7 ?> = _21<<?/\?)> U>
Rotacién identidad A
Evaluado en cero el nl= Cos(0) I+ Sin (0) <rr,77?>; {77, eR3, |n>,‘ =1,0¢ R}
0 0 Formula de Euler generalizada
Implica que en SO representa una rotacién nula R(O) - I R(e);, = Cos (7) I'+iSin (?) (o, n)
\ Transformacién Espinorial Identidad Rotaciones (o) 0. 8) = (0. 5) 1+ i(anB). o)
T (A)
i (1) - R(6), € SU(2)
- -~ €
T IR R - S
Det ‘R(e)”(R(O): ’ =1 Condiciones n <(7,(1,><(77 b> + <(T, (1><(7, b> =2 <u, b> 1
/ \ Elementos del grupo SU(2) ) sia,b,n eR® con ‘ﬁ‘ =1 (B)
Algunas Operaciones
Para todo
Ap|lcaCIén E o <rr4 u‘> <rr4 h‘> <rr4 u‘) = <[<u: ’I>> - (u./\h') A u’]. (7)
(©)
€ es localmente una representacion (o, 0)lo. 6) (o, m) ={[=F +2(b, ) u) o)
(D)

unitaria del grupo de rotaciones SO(3)

— 3
R(n,0) < RO
) ., ) . n
Por medio de !a representacion unitaria es Asocia a una rotacién su transformacién Espinorial
posible estudiar otras representaciones en SU(2) ApIicaci6n de las rotaciones
A los vectores

Espinor

Grupo de Lorentz

& R<ﬁ17 91)R(HQ’ 92) ~ R(el)ﬁR(e?)ﬁ
XeM, (C)
Cierre Doénde:

£ R() ~s T
Existencia del elemento neutro
0(3) — SU(2)
— —1 Preserva las propiedades del grupo
&R(1,0) ~ RO

Er — X M,,,(C)

Fruto de la aplicacién La aplicacién es un isomorfismo lineal de R3

’ 3
Con el subespacio del algebra de matrices 2x2

8| —%

T —
Existencia del simétrico :,B 6 R ji p— < O-, 93)
Dado un vector Cuya representacion Espinorial es: \
! 1 %F ! -
0,6 € (—2m 27); R(O ). = R(#). = R\n',0')=R\n,0 22 (A7)
v'—x=nN\z)df De un vector sobre el plano
! 4)1
X' = o, X Rotaciones infinitesimales de un plano
Rotaciones de un vector sobre un plano
Rotaciones Infinitesimales
De manera similar X' = %(d&)X(%(d@)*)T
/(ﬁ) (o) P 0 \ Rotaciones infinitesimales de un vector en SU(2)
R(O). = e 2 = Cos (7) I +1iSin (7)<0, n)
Transformacién Espinorial Expresada en Forma Exponencial
de << 1 Matrices de Pauli Asociadas )
No es una representacién de alguna rotacién en R3 1 db R
R(d0). = I — 7(07 n)
 df A —— : d O_o_ o =—]
1av - y proximacion a primer orden = — = —
R(df) . € SU(2) o obatante 1= (o)) e U Aunque #(d),, € M, (C) Tempore ©
Solo es una aproximacion de la variedad representada Sus elementos pertenece a SU(2) Pertenece al algebra de matrices complejas 2x2 /
’ (o —1)
o' = =
A —1 0
p=R(d8);eSU(2) (1)
q = R(dB) e Plano-tangente-a-SU(2)
I=A(0) 0
- —1
/ > o/=0 =
5'\ o= 4 Espacial =%~ 0
' — (2)
5 ) —1 0
R8 R(g)ﬁ o= _05 = 0 1
(o] .
>\- R — SU(z) Interpretacion Geométrica 3)
Tal curva puede ser aproximada por planos tangentes Dada la curva
Cuyas componentes
Las rotaciones infinitesimales evaluadas en cero equivalen a la R3
identidad "
_ a', p=0,1,2,3; p=t z,y, z
. Sobre una variedad AB
La aproximacion infinitesimal supone un plano tangente a
SU(2) en la identidad I=A(0)
" S . ., . M dimensional (espacio-temporal)
La rotacion Infinitesimal es una aproximacién a la rotaciones
en SU(2)
A = fila; B = columna AB (A=1>2;B=1,2)
Explicitamente
o'? p=01,23p=t1y,z
T Explicitamente /
S
_}{ —_ (.{Y )
u dimensional (espacio-temporal)
Es Hermitiana = (ﬁ” . —*
La cual cumple X e ‘Ur'jxj “‘") X =11 + €T, a . ...
Esta matriz es Cuya representacién Espinorial sera A = fila; B = columna AB (A =1,2;B=1, 2)
Explicitamente
£: (L ::c) > X
Cumple las propiedades
La aplicacion & es un isomorfismo de R4 en un subespacio del
algebra de las matrices complejas en C2 ( )
) ~ i
t, x ) e R 5 ) 0
‘ 1 X —_ 1 S, Z J—
(0") =(0")" =(0)" =1
Sea un cuadri-vector
T
" P . . R
X=(X") o'oY = —odV0" =i0°
it [— Aplicaciéon de las Transformaciones de Lorentz a y 2 _ -
Es Hermitiana = | (ﬁ’"" gy [ } P Yz z Y T
La cual cumple X € JUQX'—’ C) X =tl+\x', 0 un cuadri-vector : o’0° = —o0 07 =10
Esta matriz es Cuya representacién Espinorial sera
. A R ||
La aplicacién § es un isomorfismo de R4 en un subespacio del . .
algebra de las matrices complejas en C2 . .
3 AB _u 25A5B O’ABO'M_=—25A5?
a o) = — 1 C
[ Ai? C b AB D
Por el convenio de suma de Einstein
3
(i"1 ::‘;'J:(L::f;)_."/? . AB po — _9 57 ocAB P =_9§°
' = A Bo—,u O = I I AD K
L | — — - — — AB
U 2= —tdnn+do (n? ::‘;) Por el convenio de suma de Einstein

Transformacién de un cuadri-vector . VT
] Ve 7 ( ¥ ?i')
X'=2X\7 , Un cuadri-vector Infinitesimal se expresa en sus

PB= e - Ve <—-, }
t'=t— \x,n/dn
Para transformar el cuadri-vector /

Un vector en C4

Componentes espaciales Y temporal

X'=#£AX (,’ﬁh) En el que se incluye la transformacion Espinorial asociada a los
' Boost /
Variando la pareja de valores AB (filas y Columnas)

Transformacion de un cuadri-vector expresado en forma
Espinorial \

( Definicion de los Espinores ) ~

|

Subtopic

o =(U“ o ot .o

P RY— €2 x C* ch cb ¢b b b

1| }
Un vector en C " 21
{ \ o.=(1,0,0,—1)
IR ‘\\ r ,0,0,

1 1
Ll L2 1 2
L=\, ., : s ,
L, L L? IL? Por analogia

1 2
\
\

Sean las transformaciones de Lorentz

AY

\

4 I L
b R —> 4% x4 L
AB _ (0A37 o8, 05137 ngB

51 A 2
= ( (€04000 568C Son las soluciones de las ecuaciones de Dirac

De Espinores

L define una aplicacidn lineal entre los espacios

A=A ) (W8) L oaee
B=1.2
Ademas se cumple

Y Espinores Conjugados

O_ABO.().+O_zl430_1.+0_;130.2.+0_?30_3.20
°  ¢D CcD CcD cD

wa,’ wb c (CQ

Se transforman bajo transformaciones de Lorentz

H . . . . . AB woo_ Al.3_ A B
AB AB 1 AB 2 B3 _ o Polt, =—=26""=—=26.6"
o+l 400 oo =2 D OABUH.=_2§A'{3=—25§5§ TN ob c’s

Definicion y Notacion 0 AB 1 AR 2 AD 3 TR TR ch
Por el convenio de suma de Einstein
Variando las componentes espacio temporal
LY L'\/a
1 2 \[&
Sean los vectores en C4
2 2 2
Ll L2 E
1 I &-=--
. 3 § -~
Explicita I: N 0’ = (—1, O, 0, —1) = —0’0 S
& &’ .
\
\
Transformacion de Lorentz como aplicacién lineal sobre 1 _ —_ _ \
, Espinores o} —(D, 1, —1, 0) = 0‘1 €--o_ N .
~
=Ly © ) ) R
2 \
§= 2 :/ 5 A=1.2 ; 5 E C 2_ o o —_— A \ 1
En forma abreviada § ' o= (07 Ly 1, 0) - 0’2 G- N \\ -
~
: o Espinor S v !
Por el convenio de suma de Einstein \‘ ;!
. - 1
. o*=(—1,0,0,1)=—0o, < "=, Vo
\ 1
H — 1 H H H 1 g
o"=|o",,o",, d",, 0", L 7
! 11 12 21 22 g4 g 0w
ki g (o, 0%)=0 p#e
’ Y ’
= ’ ’
gﬂf 2 " 4 ! /I
S AT Al ]
N V4 ~
A ’ — 11 B _ __ i P — < I @) %
El conjunto de vectores es ortogonal p,afa ,' ,' o 4 0 E . g . O-Lp E . a . (J . ) — a b} o JLL 90
Cuyas Componentes el producto interno usual y y V3 l' O- C C AB AB AB AB AB
ps ya V4 — , .
. 2R ,N Explicitamente
’ ,/ ’ ,’
R o po P JTRT
o on\#T v a\T AP <.’ <O-’7O-(F>E<O-70“>:_2 H=®
_Ll Ll Ll LZ P 7’ ”, P /, P
HE . . s 1 el et Mas sin embargo
()\1 /\2) . : E()\l )\2) . . ’/:¢”¢’,”
2 72 1 2 PESEASL e
Li La L L _ ° . . . _ - =-7 —_’—" -
- 2 2 11 12 21 22 cLEemT
—_— &=
Explici Ty ) s (yi7 27 O-L_O-JL’O-L’O-L’O-L
xplicita I: (Al )\2) ()\1 /\2 ) / f / / /
* )
Transformacion de Lorentz como aplicacion lineal sobre 1.5 B 9
Espinores Conjugados A= ( A A ) <)\ )B 03 ;AeC
L] L] L] =1, V4 -
\ B’ — B /\4,-1 Relacion entre Espinores y Tensores
:1 Espinor Conjugado
En forma abreviada
Por el convenio de suma de Einstein —1 0 0 0 === -
Tensor métrico _--"" . ~,
. . O 1 0 0 = - VI'
A= (AL A2 = -
kl ( kM ) Tp = O 0 1 0 X K X = 20, Ny AP XQP = Nuy X
Cuyas componentes Sea el cuadri-vector - ~ Transformacién de cuadri-vectores Por el convenio de suma de Einstein
0 0 0 1 - = -
= = s \
Métrica de Minkowski -7 e
, 4
L

I B B B N A A A B B B . . .
: N AB 2
:‘ XAB XE(XAB)EtI-FO'-ZE (EAéy € )GC

. AIBL ...1’1”1.31 P bﬂ ‘41 ‘4" Atl Bl 2 n A B A BB Bn E E
O = =£ g"‘"g A A : A II-‘ | S R R B — al 1 2 n 1 2 n )
k1l >k2 kn "k1LTR2 kn @ Lk fkl f}u fkﬂ )\kl 'X}‘Q )\k,” Re-expresando
Recordando componentes Espinoriales Tensor métrico En C2

. . . Componentes Espinoriales
Fore &l eemvEnl el shims) ¢/ S msiEin En los elementos basicos del espacio de Espinores de rango 2n / p=X" ¢ XE. ® ® £ ® A ® A ® ® A
‘ k=1 3>kl k2 >kn k1 k2 km o ==

Espinor de rango 2n

-
Il

El tensor métrico permite definir

Las componentes de rango mayor

1 51 AL 51 \2
Cuadri-vector

ER AN = (;)@)(Ai A

Il

)

5‘2 /\i é—? )\5
Espinor de rango 2 . . . - 1
AB AB 7 AB AB !
= ' — i [
Transformaciones X E 1 o ! X X = 0 Xﬁ [}
[T 0 !
Componentes Espinorlales del Por el convenio de suma de Einstein U
cuadri-vector contravariante I
Relacio !
L(f@)\)E(Lf)@(L)\) elacién :
1
Una transformacién de Lorentz L induce de manera natural ,:’( - —_ Z O-M . X k e O./i- X !
una transformacion lineal en el espacio de Espinores M 1% . * . 1
AB AB AB AB H I
. q ]
Compone_ntes Esplnorla_lles del Por el convenio de suma de Einstein 1
Cuadri-vector covariante ,
1
T T 1
L(p)=% |L{, Q..QLE | QN LTX..QN L :
k k1 kn k1 kn . D . ( +g= ) .
A AC..CB ..BD..D pTrqg=mn :
Qb Donde \
\
>
(2]), 26]) Al...Ap.,Bl...Bp_E A AU UB ..BV .V
B B+ w, ..uu, .0 Qs . .« — ECU"'ECUG' P Qb
A LA B ...B A A H . I noe e - i i C ..C.D. ..D uv 171 ¢ DV DV
B B w ..t ..v b n1 "=3 It Lo ! L "o L n Espinor de rango 2n Espinor-Tensor de tipo (2p, 2q) asociada a ® eGPy D e WV
. _-lJ | “B] .b}“ _-11 A " ] . oy : f O TR T U
10) =L ...L"L ...L" o i
iy i, -!_l '!.' ? . . . . . - - o 1./
N Relacidn entre las componentes de un Espinor de rango 2n C’ =Y JA C‘ J = L-l A ...Ap B, ... Bp A, Ap B, R R, Rq S * Sq T S TEIT
bajo transformaciones de Lorentz B AdB SA Por Io tanto Cb . . =EUVRSLU LU L . JV JC’ JCJ . J . Cb o .
Considerando la transformacién de Lorentz para ! ... C,]D—l - D, T ! Yy p ! ¢ D, D Rl R Sl S
las componentes del Espinor conjugado : q q
El Espinor-Tensor de tipo (2p, 2q)

Representacion Espinorial de Tensores de
Relacion componentes Espinoriales y cuadri-vectores

Cualquier Tipo
{ gb 90 } L ¢ o - {¢ }
{ A}A=1,2 Bl p-i3 A Jaz1
1 ; Base de C2 s jugad
Por el convenio de suma de Einstein XH = —— XAB ase de e
2 AR Bases
De las componentes vectoriales a las Espinoriales (=1.2 ey D=1,2
1 - | 0n¢ ! WP — [QC+T C=1,2
Por el convenio de suma de Einstein Xﬂ = — ? af}B X . / Espinor-Tensor — = =
AB . Base dual de C2 Su base dual conjugada
) o)
> . ° . AB ) L L d L . . o
XAB = O-;?.B xH XAB =) G‘AB XH Elementos empleados para pasar: o Al A!JB]_ By =7 Y - - Cl Cq (.Jé Dq o= (/)Al"'AwBl'”B:J g R.. R g R SZ R.. R 5 (09 ch R.. R ch(g) WD.® X waz
R i | =% 5 3, .08, @5, ®.. 08, ®27®..0070 PSR .. ®u L S ©.0F,07,© .85, 0090 .. 8970 8.0
A.B,C,.D C .. Cq D,..D, P B, B, Por el convenio de suma de Einstein

Por el convenio de suma de Einstein

N

De las componentes Espinoriales a las vectoriales

= ot
X =0 X =% o' X
AB AB AB Boapg B 1 ;
Por el convenio de suma de Einstein X‘“’ = ——3 O_,u XAB 1 hd .
= .0 "h— _— AB AB
2 AR AB A= 20,X X (2,0)

Cuadri-vector contravariante expresado - AB - )
En sus componentes Espinoriales contravariantes Por el convenio de suma de Einstein

Espinor-Tensor del tipo (2 "contravariante", 0 "covariante")

A A, By B AB  AB 9, v oy o b,

= v o "o, o) ! Relacién in

CI Cqbl bq M M}) ClDl Cqu /191 '19(1 ’(L ,LL elacion Inversa

. . b M . see i [
por el convenio de suma de Einstein A Br By _ s OAlBl JAPBPle 019'1 Hu by g L b X = 1 3 AB X 1 AR X 0.2
c,..c bl_‘ b Y Ty Hy, ClD1.“ C(ID(I 191 "'19(1 '19, '19 I - 2 hd O—H hd X - — X hd )
. .. i cacién Essinorial de este t L™ AB AB ju 2 “n T un AB
B ..B a representacion Espinorial de este tensor Las componentes de Cuadri-vector covariante expresado : : : . " " ;
En sus componentes EspinoHales covariantes Por el convenio de suma de Einstein Espinor-Tensor del tipo (0"contravariante", 2"covariante")

porT es el Espinor-Tensor del tipo (2p, 2q) un tensor P-contravariante y g-covariante

P 1\t 1 1 D A .
Toda teoria relativista expresada en forma tensorial podra Hoetty (2 D o’ .o ot t.T!
escribirse en forma Espinorial y todo resultado puede ser 2

A
ABich AB  ap U C ..CD, ..
regresado a su forma tensorial 1 PP L a1 a
Cuya generalizacion es
:L_()_l_i} _l,l_l'zQ .
_ — cD
(X 5)= =(e,0)(x )(e

—al 22 20+ 2P

Algunas reacciones importantes

X .=% €, e, X8
AB CD ~AC BD
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biespinores
Cuatro componentes de COmPonentes
a p P 5 (Bases de una representacion Irreductible
los Bi-espinores (de primer orden) del grupo amplio de Lorentz)
[
S ” .

[a}

=, H®

(No cambia bajo inversién) Escalar

(cabia de signo bajo inversién)

Pseudo-Escalar

£,
S 7. g
& _

Considerando el par de Espinores \

Producto escalar de biespinores

.
¢ o e ]
=2, +n.H

43
Forma (1)

.
com szt
gre. —n . H
&
Forma (2)

segundo orden laley de 3

transformacion

Invariante bajo i de cuatro-si: de
.
wd -
3
G —% G,
[a%s]
Se obtiene una cantidad
(Que bajo inversién se transforma asi)
o a8 4 mand
P~ H +:“,] Forma (1)
Ecuaciones de transformacién directa
Asociado al espinor 5 .
(Por las i Considerando el cuadri-vector
Definicion de un espinor de
Es un 4-vector 1) ((t” Ll.) ey (LL” *ul)
en sentido estricto i 2 2 -
Vector polar Segin la ley de transformacion
0
af
¢ = —¢
> .
[1%]
Se obtiene una cantidad . - .
(Que se transforma bajo i i6n asi) I e ©H 8. E”U 3 Forma (2)
; ( 0 ) ( 0 )
Es un 4-pseudo-escalar l a,a)—\—a,a Considerando el cuadri-vector
Vector axial Segun la ley de transformacién

&0, .
o3

Un par constituye un bi-espinor de segundo orden

mbos son representaciones irreducibles del grupo completo de Lorentz . & C
T ‘ V )
3+3=6

én‘i N:Y\Ei+£"13’\

Mo o™ 1}.H;+ Il.fH.
i o

afl

Ley de transformacion de espinores Espinores simétricos de
simétricos de segundo orden

con indices de la misma_
especie

u‘ig} —n. .

' o
‘\ numero de componentes independientes igual a 6 luego la inversién se entre si cémo
AN
<
’ O ) ) s
Posee el mismo numero de componentes independientes (il ETENETEe
que un bi-espinor de segundo orden o
Un 4-tensor Anti-simétrico de segundo orden
Vector polar tridimensional
Introduciendo
24
Vector axial 3-dimensional
o P P P
e O T —P 0 —a,_ a
P | =)
o — =(7
, a a@’'=1 _p 4 0 —a =(P.a

Abreviacion para las componentes de un tensor

Se obtiene

Componentes de un tensor

La representacion matriz del 4-tensor

Escalar

De dénde se obtiene

; 1 "
aP= i e a"a”

Jwpo

Puedo-escalar

+

f Cualquier rotacion en el 4-espacio

[f=P+a

Subtopic

4

Lev Landau

Teoria Cuantica Relaivista

( Espinores cuadri-dimensionales )

(25+1)

Se representa con una magnitud
cuyas componentes son (2s+1)

Preconceptos 8 Subgrupo de las rotaciones
Particula con espin (s) Cuadr-dimensionales

Se representa con un espin de rango 2s Espinores: D representgmones met}luchhles Giros espaciales:
del grupo de rotaciones espaciales

Grupo propio de Lorentz
No contiene no contiene las
Inversiones espaciales

Transitar

-Metodologia

A
z besde 3—espinores
La teoria de los 3-espinores

4—espinores

Construccion de la teoria de 4-espinores

Realizar representaciones irreductibles

Construccion de una teoria Dénde e: ibl
'S posible del grupo de Lorentz

cuadr-dimensional

Cuyas componentes son:

Las componentes de la funcién de onda
De una particula de espin 1/2

1 ¢£2
5 ) 5 Que son iguales a +i, —i

Dénde los valores propios de 2 2
la proyeccion del espin 1/2

& (a=1,2)

Magnitud de dos componentes

£1v=a€1+ﬁ€2 a)ﬁ?V?é

Pertenece al grupo de Lorentz (propio) Por lo tanto Eie o é—QV - 51 + 6 £2 Funciones determinadas
- PY De los angulos de las rotaciones
Del 4-sistema coordenado

Transformacion binaria en
el grupo de Lorentz

=
(8% B — '}/5 =1 Condicién del grupo de Lorentz

Determinante del grupo de Lorentz

Construido a partir de dos Espinores

Es invariante bajo transformaciones Joocooococoood -
Binarias

(04
£ Y £ /}7 g o /} C2 O 1
Se hace necesario g ; —
1=2 _ 2ol £ = £ B Tonser métied on G2 " —1 0
S = — S = « 9(1/3 Explicitamente

Forma biilineal Para una nocién natural para
las expresiones invariantes U

' - \ De lo que se deduce ,

o=

)

‘l

& e
«

Inclusién de la inversion en el grupo de simetria )

=2 =1
g = + 5 = De manera general
1 2

Con lo anterior . . .
Se escribe el invariante

En forma de o ™ Y
Producto Escalar’ f —_— —
o

—
(8%

Ademds, se obtiene

Densidad de probabilidad de localizacion

Hace referencia a: 5 i
de las particulas en el espacio

x
<---c

Se transforme como las componentes
covariantes de un espinor

La transformacion binaria tiene
que ser unitaria

Este demanda un escalar Esto demanda que k
. 1 1% 2 2% —
3—espinores (s 0
Aqui
=T
B=—7"e-----" )
Es decir pl
& a B\[¢ 1 . A\ . .
Y se obtiene o |= I § _ o o=\[€ Det A=60+ vy
& SLRAYS 20 [T\ 4 5 2 '
13 Y § I3 Cuyo determinante es

De la transformacion binaria

No es un escalar

De dngulo complejo en General Es equivalente para:
Los vectores f(+-)) a una "rotacion" drad| idi
et espaéio)%-dimensional Ci de los vectores tridir En la teorfa cuantica relativista La densidad de particulas
Representa la componente q No requieren cumplir ninguna
" Luego los coeficientes oy "
temporal de un cuadri-vector condicién suplementaria
Cambia de signo a 'P* En la teoria cudntica relativista
Dos componentes
a Operacion de inversion espacial P "
No cambia de signo a "a" Indices diferentes
Se diferencia del primer tipo de Espinor en: indices puntuados
11 + — Segundo tipo de Espinor . .
a Dénde sus componentes forman dos grupos (bésicos) j y f Se transforman segun Formulas complejo-conjugado
Formados por las componentes del tensor "a(un)’ Transforma entre sf los vectores f+y -
L]
7, (@) (@) * ~ indica que se transforma como
a,( 77 ~Y las del Espinor lej j
Del 4-tensor | En relacién con el primer tipo de Espinor
6. |
é-( 3 v : ; 5
. i i "% k
f . e Se hace evidente la entre las cor ' =a'n + 6‘*7,
o
Y los Espinores . . "
21 #o01 * 2
=~ 48N
R—em D supgrupo Pues, en el grupo de Lorentz
de los giros
it . i
7 o g 7/] o * (5 * A
Expresado en forma matricial .= . 'Y
7/‘2' v 7/‘2 Dénde su determinante es
T £ A Espi ial Férmula para la transformacion
UL e U S T (LS binaria del espinor puntuado °
binarias complejo-conjugada 1
Relacion entre: ° 775 77
?7 . g LX) /)7 De lo que se deduce
« aff b
La accion de subir y bajar indices 2
Esté relacion serd exactamente igual con los Espinores - 77 e 77
Tridimensionales o
' 1
vy
Iy
! ’
e
Los Espinores k+| deben ser pares 1 1
Condicién necesaria y suficienciente — ; e S—
Los 4-tensores deben ser bases de representacion del grupo de Para la correspondencia general 2 2
Lorentz P \ecn o
Valores propios de la proyeccién de espin
‘\
P .
Bases de representacion bivalente del grupo (T CATETES (R AmEE G N . 1
Espinores de orden impar onda para una particula con espin 1/2 ~ I
~ =
A cada elemento del grupo le corresponden dos matrices de signo S 77- 2
opuesto S 1
Comr i espinor do "~
~a 1
4—tensores n=——
Es un 4-tensor de orden orden k 5 2
2
). 58 " g -
orden K ¢oP —+¢. . (l].. ;L) %k ~ a
C Transformacién de espinores de orden (kK) bajo inversién 3— espinores €-mm e
[19 7 a TEeoog -
+ Ya que los Espinores se transforman como T e -
"tensor en sentido estricto" o "pseudo-tensor” segtn sea el signo S~ ~
~
“_» a .
— Las componentes del Espinor covariante o N
A - 9 L] \
Las rotaciones coinciden Precisando .
(J/ Las componentes del Espinor contravariante v
1
( l ;1) ( A‘ Z) Se comportan como
’ 3 .
Paralelismo entre
L]
2 = Qo ck
gooiies (1) 2 x n
«a .76 5 ~ 77 Notese
ey oo L] .
4—espinores « .
Cuando es cero el resultado de la contraccién respecto de cualquier par (87 ~ * PRs -
de indices Ya que los Espinores se transforman como 77 ° . -
A «--""
Y ademas (8
Equivalente
Es una condicién P
)‘f’/’ Irreductible Interprétese JI\ + 2
= de orden k+2 . a
‘ULI/ Interprétese € a =0 Correspond g | entre Esp es de orden par indices puntuados
L‘”’]/“’T- . y 4-tensores Definicién Grupo de magnitudes que se transforman como los productos de Aoz
Es cero el resultado de la suma ciclica relacionado con los indices pv y Es nulo el resultado de formar el dual respecto de 3 indices (1 T 1 f e ’[. + ‘) componentes de un cierto nimero de Espinores de primer orden [ MR
cualquier de los indices restantes \HV | P 4 - P!
El Biespinor seré equivalente a un 4-tensor: Caso 1
Subtopic Si indices puntuados
af a=p4
~ =
Se transforman igual que el producto de dos
I‘L I/ () Espinores de primer orden
Antisismico respecto a los indices pv
Uno sin puntuar
po’ y simétrico respecto a los demas indices /' bd Con indices
Los tres tipos de Espinores de segundo orden O[’d ~Y @ ﬁ ELCIolontiaco
Transformacion de espinores de orden (k) y (1k) bajo inversion T}
@ Se transforman como el producto de dos Espinores uno puntuado y el Pero ambos de primer orden
k‘_ + —l otro sin puntuar primef
Irre de orden k+4
o0 . L) Con indices puntuados
af Qo F [[J’
[.Vp} T’ n Se transforman como el producto de dos Espinores puntuados de
3) primer orden
Antisismico respecto a los indices Ap y vp
[Me][pplor... e -
! c 2 Indica el niimero de indices no puntuados
Frogereft A o i aso
Y simétricos respecto a los demas indices El = aun 4-tensor q A
Espinores de orden superior
’ Dénde
1. Simétrico respecto de la
ar [Au] con el par [vj
Rl RaRe] Para indicar el orden del Espinor . B
Se emplea el par Indica el nimero de indices puntuados
2. Conduce al valor cero al contraer un
par cualquiera de indices
3. Da cero al formar el dual para una
triada de indices H H %
n' o B \[n C}f*5 — ﬁ*fy*
51\ 5 H . .
,ll__ + .) A n Y 0 Dénde su determinante es
7 Zn Puesto que las expresiones algebraicas
d K+2n _ son independientes
Antisismico respecto a n pares de indices De orden Para (1 = k + 2n) el Biespinor es equivalente a un 4-tensor Irreductible Entérminos. :g’e“;:::flzg—;’:z:;'es & & “\( ¢! * ¥
) _ - Det A=§"6+ vy
Simétrico respec:(o de los k indices 52‘ - v k) 52 Cuyo determinante es
Orden de los indices
Puntuados
El sentido de los 3-Espinores No altera Teoria no relativista No se hace necesario determinar un orden para los indices
No puntuados
Un vector de espin
Entonces ° °
5 Un vector axial No cambia el signo de Cémo operador C « [7) C ,H (0}
- =
no cambia el valor de proyeccion Sz Luego, estos Espinores son
exactamente iguales / el mismo
[ x RS
P b — Py
. Lo transforma en una
Con p con coeficientes constantes funcién de si mismo
Paso de un sistema de referencia a otro
Se llega Se llega
Al de En otras palabras Al sistema de coordenadas de
Partida Origen ST TE s Se debe sustituir los indices puntuados por indices no puntuados € = = = = - — _ _ .
E ] S (O] —
Criterios de invarianza T - Toda igualdad Espinorial debe contener en ambos miembros de la —s
o ~ igualdad el mismo nimero de indices puntuados y no puntuados Para pasar a la expresion complejo conjugada o {7) a H *
M= f
0 = nt =\
1 Ss o P At el
S e A s pa—, S La relacién entre dos Espinores es de carécter invariante
6mo la rotacion del sistema a través de un angulo de
(Cero grados) N N
AY
\
" Dos indices puntuados
L & Con pares de indices de la misma especie

360

Coémo la rotacion del sistema a través de un angulo de

Por lo tanto, solo existen dos posibles Los Espinores cambian de signo
En una rotacién de 360 grados

(360 grados)

Aplicando la inversion
Dos veces

Estés dos interpretaciones

No son equivalentes Interpretacion Espinorial

(Sistema de de partida)

Larazén

P=-i-l P2=1

P=+i

Solo se debe elegir un criterio de inversion
que se conserve para todos los Espinores

LI
’ &

Ly L' NO Coinciden

Dénde

Modalidades de inversién

=
S
&

Conmuta con los giros espaciales
(z,y,2) (¢, 2.y, 2)

No cambia la direccion del eje t Cambia 3 de las 4 coordenadas
L=sistemaaV

L' =sistema —V

Considerando las transformaciones de Lorentz

PL=L'P—PL—L'P =0

3 vt — P”
(13 (12

\\ Se transforman en funciones de si mismas
\
* . Indicando que conmuta con Absolutamente
N «--" =>  todas las transformaciones de Lorentz
’ RN
, ~
] RS

1 = = > Pero,cémo Ly L no coinciden

Del caso anterior

Referencia explicita
Entonces

Se realiza Ginicamente Dos indices no puntuados

Preserva la condicién de invarianza

Con pares de indices de diferente especie

Se realiza Ginicamente
No sé preserva la condicion de invarianza

Indica el nimero de indices no puntuados

Operacion de contraccion
Espinorial Con

Indica el nimero de indices puntuados

e o .
aa,..., 3, 6,3
4( Aspectos a tener en cuenta ) C r2r R L P2
La contraccion con respecto de un padre indices
Dado el espinor
Pues Para Espinores simétricos
No es posible formar un espinor de orden inferior Da como resultado un valor cero

No es posible formar un niimero menor de
Interprétese combinaciones lineales que se transformen entre si en
todos los elementos/transformaciones del grupo

k 1 a, a, (0,1,2,..,k)
El conjunto de k+1 nimeros
esencialmente distintos Indica el nimero de indices no puntuados
Orden del Espinor Se compone de de dos
« o
By Bys ooy 0,1,2,...,1)

Los indices de los Espinores
toman Dos valores

indices

[+ 1

El conjunto de | + 1 nimeros
Esencialmente distintos

Indica el nimero de indices puntuados

Componentes del Espinor

k’ l £k+ 1) (l + 1) Indica el nimero de la dimensién de la

sy v
Espinor simétrico de orden (k, ) De la base a la que pertenece

P

es (inversion espacial)

de los Esp

- ~
Seo Lo anterior
= > No debe ocurrir
No son equivalentes
Estés cantidades no son Ergo, la inversién implica la transformacién de los Espinores en otras
Es decir, No coinci por sus p de ion con € funciones de si mismas cantidades
¥ k
£ Pr
La inversién no cambia la proyeccion-z del espin
Debe preservar la proyeccion-z del espin
No se puede obtener a partir de la combinacién No coincidir con en las propiedades Griterios
lineal de las componentes de § de transformacion de €
La inversion serd igual a 1
Al ser operada dos veces
n. ¥ 7.
| 2 Espinor puntuado
que corresponde a los mismos valores propios
(&% C tr
g, i
& 4 9
. .
¢ _\_r’u ot PR 1
Sa / Sa
Por definicion de la accion de subir y bajar indices Inversion de cada una d_e las componentes del
Espinor
£ —in i
.’l . " b
(83
l.l > Eleccién
£, — —iff -
(a8
Inversion de las componentes de un 4-Espinor
No pueden transformarse entre si
Introduciendo un nuevo espinor en lugar de de n
En cuatro dimensiones
. (La inversion)
De lo que se puede deducir
€1 g
£ — .
43
¢ O
. —
/e s Ci i6n de las otras
ft
, P’=1
[t
N — =7 '
- [t
-
.
.
.
.
4 .
‘ (4 ¢
’ - —_—
. B = —&
’ L &
’ .
v .
).
’
,' ’ Transformacién de inversion
S ‘S & BT
’ ,' .’ .
1
17 43
1
1
1
1 )
" . .
”n
"
"
iy —_—— 1
" .
" 23
[ g9t
i E — —1n
" [l
" _
" .7
Signo opuesto a la ti -~ . Transformaciones Espinoriales
" -, e
" P
" P _
" 4 P
" P ’ - ~ - -
u
I Rl
a 2 oy =
L | o< - - ]}
’ L] < [a% .
’ n 7 r
’ ’ ')“, < Espinores complejos conjugados
ot N .
’ s N he
. \ i hk
g RN He=¢
’ N
& 4 A .
1 ’ v ~
' ‘ \ S
1 ’ AY ~
1 ’ \ Seo =5 .
1 ’ A — Ty
[l ! S _— 7 }I
v b N ¥ P' 1
il
Transformacion inversion complejo conjugado
P?=_1
8 P
£y,
Se transforman de la misma manera I
Los Espinores
gyn
8}
P=+i = Py &4,
g 'I,f/ I,-’J Se transforman bajo inversiones - i
Como funciones de si mismo con P =+-i Segln Dénde las combinaciones de . .
€yn Para el subgrupo de giros Afirmaciones
No sé comportan como Espinores bajo todas las transformaciones del
grupo de Lorentz
Es decir No obstante
No es suficiente para incluir la inversién en el grupo de simetria
27
El espinor cambia de signo
en una rotaci6n de 2 Larazén La paridad P no tiene un sentido absoluto
La rotacién y la inversion Ademé
se pueden aplicar al mismo tiempo emas Observacién
Una transformacién lineal Moes
de las variables de los Espinores
Coémo operacion
La operacion de paridad sobre los espinores Es
La rotacién de los Espinores
2 Da cuenta del cardcter absoluto de la paridad
Escalar:(nueva definicion) La "indeterminacion’ ligada con los Espinores R, T (ETEE
Aquel que no cambia bajo operaciones de paridad no se ve reflejada en la paridad del escalar El cambio de signo de los Espinores
a causa de la rotacion
Producto escalar
(O
Forma fundamental ?f’ (D
&
Paridad Escalar
Notoar que se usa el convenio de sumacion de Einstein
¢ =(B~l¢|=(¢ B! ! o
. J=(E ¢ = (B¢
Para las componentes covariantes P > s P A
Transformacion de un espinor sin puntuar
’
1
1 |
\ |
~
5 a [ \
< |
De modo_ queel prpduc;o de dos Recordando que la matriz ¢ ‘ == |
EEIREIES € AR No se relacionan con los indices espinoriales ’}/ (5 |
: |
1
o \ Dénde los coeficientes de transformacion binaria |
p— [3 \ (matriz de segundo orden) |
o ' |
o | — \ ' x—1 \\ ‘ ‘
. < 31 % ‘ |
3 > = (B7) = (y'B1)
Para las componentes covariantes Transformacion de un espinor puntuado ‘
|
Iz Iz |
af a, B |
¢~ & ‘\
|
Recordando |
La transformacion de un espinor de segundo orden |
[
|
|
| |
|
B=1+)\ |
|
Considerando la transformacién infinitesimal
de los coeficientes de la transformacion binaria B \‘
e ——— — |
— ¢=¢+0c+n \
/ 4 — Aplicando la transformacién infinitesimal \“
1|
| o |
— a'=a—="Tr(Cov) “\
/ --- 2 |
PR Teniendo en cuenta como se define el vector |
/ . En términos de los Espinores
.
’
4
’
/ Teniendo en cuenta que
1
/ \
1
1 \
1
/ '
A}
\‘ —, — 0
. = a'=a —a’ -0v
\ a'=a+—1Tr
\ 2
t. Se obtiene
N
~
[N
= ~ ~
BT =—v
Usando las expresiones equivalentes
\ o (0 H)
Este se transforma asf: 4—7}CCt0T7 at'= ((l , a

\\ . 1 .
" =a"— TTI' (Co -bv)

—-23
\ - ~ = Z Teniendo en cuenta como se define el vector

- - N
L7 En términos de los Espinores

Recordando

/ U g PURPU SN G vay)
Y 2
,' \\\ Se obtiene
/ kS
RS
’ -
. Sse + .
y S3iis (A+A)=—(0-60)

Usando las expresiones equivalentes

Dado un 4-vector

Con las transformaciones
referencia a qué se mueva

(sin cambiar las direcciones de los ejes espaciales)

de Lorentz es posible llevar un marco de
a una velocidad infinitamente pequefia v

[
=— v
A+ /\*) =—(0-v)

! 1
/ )\=—7((r~57)) A:)\Jf

’
’ Se obtiene Bajo la suposicion
’
! —
/ 7’]
1
/ Indica el versor de la velocidad 1 ( #) R ! B B Jf
' B=1—7 o-n)év = |
! . . Escrito de manera simbdlica |
/ N Se deduce de lo anterior que los de |
A la_ transformacién binaria se inan por:
' v
1
1
1
!
/ Para los planos que contienen el tiempo t
! las metricas son pseudo-Euclidias 9
1
Es una rotacion de 4-sistemas de coordenadas .
Las Transformaciones de Lorentz
En el plano (t, n) A
Representan geométricamente

/
' tgh(¢p)

—u Q0 \

Por medio de la igualdad Con un angulo ® asociado a la velocidad

/,’ (U.ﬁ>2“ 1

! Para todas Ia§ potencias pares del operador
/ Este sera igual a 1

—
: o1

1 Para todas las potencias impares
! del operador sea igual al operador

Oosh(@)

Se en ias pares del _p ({7 A :/)
f Por lo anterior se deduce que I : li B li 1 a (1
im B=€ lim B= lim |l——7—— -
dp—00 Jp— 00 2 5(,9

&)

Auna
le corresponde a un angulo infinitesimal

Transformacion para la velocidad V finita |
(Paso del caso discreto al caso continuo)

1 e /8¢
7(0'77)§)

I
Sinh(© o
. De
‘ ’L n Se obtiene Aplicando el limite ¢

1 " N
Se desaryolla en potencias impares del argumento

/
B = Cosh (%) + (0’7]) Sinh (%)

,' Por lo tanto, se obtiene

/ tgh(p) =v

0 que se obtiene (p

N =—=—

Para obtener un dngulo finito es necesario aplicar N veces la rotacion
del angulo infinitesimal

Que ir definicion /

('=AC Al por deicen

Las ices B de las i de Lorentz son
Hermiticas
lim
N—oo
Teniendo en cuenta
Ademas se cumple para las matrices de rotacion
. " B L . Consit de manera il
Matriz pequefia, con una aproximacion a primer orden
1 ( ) A\
¢'=¢+ (w¢+Cw') <
—
r=—\o'n
lim A= €
00 — oo

Para, concluir

[/ . . ]_ — 9 9/ o0 1 . ||‘
i (51 0 - 0 ‘Zlm A= lim |1+ 7 (a-n)% A=1+ b} (U'n>596 i
A = 6 = COS ? + Z(’”/'”) S’[/n’ 7 (519 - 60 — 00 : : Por lo tanto, se obtiene ‘l
Usando el razonamiento anterior 7y “
AJ( = A_l % \ a'=a—680Na
Al ser de rotacion es unitaria ‘\ ‘\\
g

Teniendo en cuenta el cambio de las componentes
Covariantes por la contravariantes

(l'ﬂ \I_qujl* + w?wQ#
Se transforma como 3-espinores

. .
a ~ (M4 2

2-espinores

Dénde sus

a':;-l—%TrQ(u,*—i-'mf) o

! =T E'=Z+%T’r(40)/\(50

'
1
1
1
'
'
1
\
[
1
1 _->
1
|
1
'
\
'
\
[}
\

(w+ ’U’J()O' =00

las q

L Suponiendo

a .a . a
T [/ z
Las Componentes de los 3-vectores

Las Componentes de los 3-Espinores

Ly ny L ge 1
a 7?(\1/ -0 )7?(\1/ Sale?) Entre

a =—

g2y glt) = (gt 2
Y 2(\1/ + v ,)_Q(wrfw‘) Son

Lo, go L )
0:27[\1'“+\11 1):?(x1r1,+\1r )

Las componentes de los 3-Espinores

Las componentes de los Bi-espinores

PO ; por C” I

Son

Parte espacial

N

a

Las componentes de un cuadri-vector

Parte temporal

—
o 2
CLMCL - a Lo anterior indica una relacion de p

Se debe obtener la normal del vector al cuadrado

Para establecer una relacion de identidad

Debe cumplir una condicién de
Necesidad y suficiencia Se emplea un coeficiente de proporcionalidad

Las férmulas de correspondencia

—

de un sistema

a

espacial de rotaciones

Para un vector tridimensional

Indica el nimero de indices
Independientes

C(L:’f‘ (2 X 2 :4)

Espinor

Es base de la representacion
Irreductible del grupo de Lorentz

_________ > Numero de componentes

Es base de la representacion

Irreductible del grupo de Lorentz

3—dimensionales
Formalismo
De los 3-Esinores

Las componentes de los 2-Espinores

Entre

Se muestra que se cumple la condicién de necesidad y suficiencia

Ecuaciones de transformacion directa

Ecuaciones de transformacion inversa

I .
Lol ¢ .7 =2lal]?
] af

1
1 T -
a a" ==
H 2 af

. Ademas, con lo anterior

C“ 3

De dénde se obtiene la relacion

I 2

Simétri

¢ 7=l

(Van Der Waerden)

co respecto a sus indices

af

af
Es proporcional al o 6
Espinor métrico =

C > g‘y d. ~ ‘gum ﬁ.
C . C’Y

Espinor

respecto a sus indices

a, 7y

Respecto a los indices

k, k

Cualquier espinor simétrico de orden (k, k)

Es equivalente a

Un 4-tensor Irreductible de orden k
Regla general

Consecuencia

Contraccion respecto a un par de indices

Se anulan

Se escribe de manera compacto por medio de:

Las matrices de Pauli

Cuyas formulas inversas

4—vector

3—espinores

Algunas operaciones importantes con
2-Espinores

¢Py d—vectores

Un caso particular
Correspondencia entre 2-Espinores y 4-Vectores

Cambio de notacién

Construccion de la correspondencia

son: "" Teniendo en cuenta las expresiones anteriores

Los 4-vectores Y
Con las ecuaciones anteriores

Se establece la ley de transformacion de un espinor

Funcién de los pardmetros de rotacion de 4-Sistemas En

87

Forma en la que se transforman los Espinores

entre

pinores (bi-espi ) y 4-vectores )—




( Teoria de campos y particulas > G

Conjunto de
elementos

No, necesariamente, numerables

Satisface las
Propiedades

1. Asosiatividad

Definicion de grupo

€

con ley de composicién interna 2. Existencia del elemento neutro

—1
a

3. Existencia del elemento inverso

a

Para todo elemento de a

Continta

Diferenciables

Los cuales Dependen de forman:

9 a=1,2,.... N

i a Con "a" de la forma
De parametros reales "Teta sub a"

Grupos de Lie

Definicion de Grupo de Lie g g (O) -_— 6

nan

Sean "g" los elementos del

Grupo de Lie g 9 Elemento neutro

Los cuales cumplen g—l(e) — g(_g)

Elemento inverso

N

Siendo "N" la dimensidn del grupo

Subgrupo Es un subconjunto ver "G" El cual es un grupo
(H|VheH)

Subgrupo Invariante H {G | \ g c G}

Sea "H" tal que

ghg~teh

SU(n)

Por ejemplo "SU(n)"

U(n)

Contra ejemplo "U(n)"

Grupo Simple No tiene ningln subgrupo Invariante propio

Ni el formado por el elemento neutro

Subgrupo Propio No trivial
Ni todo G

D, (e)=1
Definicion g DR (g) g = DR (g) Tal que Operador Identidad

Le asocia a cada elemento "g"
Dy(91)Pr(92) = Pp(9:9,)

Un operador lineal "D(g)" de un espacio vectorial Es decir:

ngn [DR(Q) } ' ) Lo cual induce una transformacién (gbl’ ¢27 ey ¢”) ¢’ — [DR(Q)]ZW

Un espacio de dimensidn finita Aqui "g lineal del espacio vectorial

Por lo tanto, actua sobre la base ® Simplificando:

se representa con una matriz [nxn]

R

R
Representaciones Equivalentes

3 S R(S) =51 DR~(9) S \v/g Es decir, se relacionan mediante un

R y R' son equivalentes si cambid de bases

Tal que

R Vg D,(9) . . .

"R" es completamente Reducibles si:

Representaciones Reducibles Dejan Invariante un subespacio no trivial Se puede escribir en bloques

1
{ Qb Tal que Existen subespacios de vectores Estos subespacios no se mezclan bajo la accidn del grupo

Se puede elegir una base

D,=D@D,d ...

Luego se puede escribir como una suma directa
de Representaciones irreductibles

; ; . Representaciones irreductibles No dejan Invariante un subespacio

Representacién (R)
Son los generadores del grupo

~ En la representacién "R"
D (66) =1 — id0 T¢ oD
Representacién infinitesimal R « Dénde 1‘%‘ = |—_—
Cuando un elemento del grupo de Lie esta préximo a la 00 a = 1 .. ( \/ . Elnimero de generadores
identidad Q ) ? Serd igual a la dimensién del grupo "N
Con
. 67
D (0)=exp{—i0 T
R< ) P { ol R
Caso continuo
Para una representacion unitaria Los generadores son Hermiticos
fabC L tantes de estruct
) . . a bl __ - rabe e as constantes de estructura son
Los generadores satisfacen el algebra de Lie [T , T{] — 'Lf T Independientes de la representacion
Ddénde, las constantes de estructura son:
Se halla la representacion del grupo Encontrando la representacion algebraica

. - 2b b (¢ c\rpc
T ] bl 0 e:vp{—za“T“}emp{—zB Ty =expy—i\a™+03°)T
’ -_— Entonces . . .
- . Las representaciones irreductibles son
Si "G" es un grupo abeliano Unidimensionales

Representacion no infinitesimal arbitraria
+1 si (ijk) esuna permutacion par de (123)

Jk (k =1 ’ 2’3) [Jk’ Jl ] — 7;eklmjm e = —1si (ijk) es una permutacion impar de (123)

0 en otro caso
Los operadores momento angular

Posee tres generadores L
Con el tensor completamente antisimétrico

De Levi-Chivita

Conmutan con todos los generadores SU( 2) Con = J(J—|—1) Para J=0 % 1,...

En SU(2)
Operador Casimir — 2 9 9 ~
1 2 3
J=(J)"+(J%)" 4+ (J*) =1A
Su operador Casimir es (2] -|— ]_)
Evitando las representaciones irreductibles
De dimension
Son multiplos de la identidad
La constante de proporcionalidad etiqueta
las representaciones irreductibles
Su variedad paramétrica es compacta
. El parédmetro que etiqueta cada : ; . .
Aqui _representacién irreductible Toma valores discretos Ej. Spin del grupo de Rotaciones
1. Grupo compacto
Sus Representaciones de dimension finita Son unitarias
El parédmetro que '_etiqueta_ cada Toma valores continuos Ej. La cantidad d_e movimien_to lineal
) Representacion irreductible De las traslaciones espaciales
Grupos Compactos Aqui
Sus Representaciones de dimension finita No son unitarias
2. Grupo No compacto Es decir Tiene algun subgrupo Invariante propio
No obstante Si no es simple Unitario Ej. Traslaciones espaciales en una direccion Representacion de dimension finita unitaria
Entonces Puede ser
Anti-unitario Ej. Boost a lo largo de una direcciéon dada Representacion de dimension finita no unitaria
Sus Representaciones de dimension finita No son unitarias
Grupo de Lie simple, no compacto
Sus Representaciones de dimension infinita Son unitarias Espacio de Hilbert de una particula

=AM 2% p,vef0,1,2,3}

Se transforma de la siguiente manera

Tt x'H x $“=gwx“:1:”=t2—x2—y2—z2

Definicion: iz

i Dejando Invariante la cantidad:
Grupo de traslacion de coordenadas

O(1,3)

Es isomorfo al grupo O(1,3)

K p) (A"Ux")

W' = M
g;n/m x g/u/<A Y

Relacionando la métrica

VM v — L0
9g,,x"w 9,0

(A00>2 - (Alo)Q _<A20>2_(A3 0)22 1

Formalmente

A > 1)
2 ( 0=
(a0, >
Las transformaciones de Lorentz Cumplen la siguiente relacion 9 3 ) 0
AD ) _12<A1 ) Se dedce 0
< 0 i=1 0 (A 0 S _1)
En su forma compacta
€ = e =
det A)>=1 = det A ==+1
0
(A% =1) (det A =+1)
Ortocronas Propias
SO(1, 3)
Isomorfo a SO(3)
1. Definicién
Transformaciones continuas Un grupo de Lie
Sus elementos son Rotaciones Las tres direcciones espaciales
Principales
Bosst Transformaciones de Lorentz puras
Se relaciona con la identidad A través de Sucesivas transformaciones infinitesimales
0 —
(A 0 g _1 (detA—-I—l) No es un grupo
Propias
No ortocronas
2.
De lo anterior Se deducen Cuatro Transformaciones de Lorentz . . . d Espciales
Con transformaciones de tipo ApX{dlg (—,—,—,—),dlg(—,—,+,+),dlg (—,+,+,—)} Zg<_7_7_7_)
Incluye a las inversiones totales Temporales
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3. Ortocronas
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4. No ortocronas
Con transformaciones de tipo ApX{dig(—,—,—,+),dig (—,—,+,—),dig(—,+,+,+)} dzg(_7+7+7+)
Incluye las inversiones Temporales
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! Sin los elementos de la diagonal El nimero de elementos se reduce a la mitad
I El total de elementos de la matriz es 16 Se reduce el nimero de elementos a 12 Si se considera como las componentes de un tensor y su Sean 3 elementos los cuales se parametrizar con tres angulos
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Las transformaciones de Lorentz Y Boost
Se pueden escribir como :,B . y) z
A lo largo de los ejes
Po lo tanto, las transformaciones de Lorentz
Quedaran completamente determinadas Por:
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Cambiando los parametros de velocidad B Por Rapidity n Se obtiene A B
Y permite la construccién de dos Boost l l _ l + )(
72(7714) n (773) T n (nA UB) La variedad paramétrica de los Boost no es compacta (Km) = _Km
Y cumple Sus generadores no son Hermiticos
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Los boost No es un subgrupo
[Jk’ Jl] — Z-eklmjm Para todo (k)l’m c {1’2’3})
El dlgebra de Lie asociada es: [Kk, Kl] =—7jeklm J" Para todo (k,l,m - {1,2,3})
[Jk’ KI] = jehklm gm Para todo (]{;’l,m c {1,2’3})
AM = i( JM 4 Km)
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A y B Empleando el lgebra de generadores infinitesimales K y J El grupo de Lorentz es Isomorfo a (SU()Z)XSU(2§ ) Posee el mismo algebra

Los seis generadores Hermiticos
En consecuencia

(J1> 4y) (2, +1)(24,+1)

’ ) . . Cuya dimension es
Se etiquetan las representaciones irreductibles como: 4

A= emp{—i(@’”f” + n”LI(T’l’)} = exp{—i(?-j + ﬁf()}

Representaciones irreductibles del grupo de Lorentz de

dimensidn finita No son unitarias La razon No es compacto
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En consecuencia

Explicitamente
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La expresidn para la transformacion de Lorentz es:
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4, Generadores en su forma covariante
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Representacién Tensorial del grupo de Lorentz
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Teniendo en cuenta la representacion equivalente entre ~ 1]

Representacion vectorial del grupo de Lorentz 3
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Gracias a la transformacién de semejanza
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Considerando los cuadri-vectores
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