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0.1. INTRODUCCION 101

0.1. Introducciéon

Dada la emergencia de las matematicas contemporaneas en todo el saber matemaético,
y la inclinacién de estas (desde 1950 hacia adelante) intentdndose alejar de técnicas un
tanto artificiosas e insuficientes para atacar nuevos problemas, la teoria de haces se
enmarca como una de las ramas de las matematicas que seguird dando mucho en los
proximos afios en el entorno creativo de estds. Desde su nacimiento y formalizaciéon en
la escuela francesa (Cartan, 1951) el concepto de haz se ha prefigurado como el susten-
tador de diversas teorfas, mejorando y naturalizando ideas previas de la matematica,
y haciendo que tales objetos tuvieran un mayor radio de influencia no solo conceptual,
sino también relacional. Es por esta razén que un entendimiento de la teoria de haces
se hace necesaria para estar al tanto de las nuevas formas matemaéticas de los préximos
afios.

Desde su consolidacion, el concepto de haz se ha enmarcado como un concepto muy
especial en donde su caracteristica fundamental radica pasar de formas limitadas (lo-
cales) a formas totalmente generales (globales) y desde alli poder quitar rastres con-
ceptuales que dependen de consideraciones de tipo local. Es el caso de que algunos
objetos matemdticos que, aunque bien constituidos, no permiten ir mas alld, como
puede ser la generalizacion o la resolucién de problemas. El haz permitié que aque-
llos conceptos “viejos” tomaran rumbos mds “suaves” y se desarrollaran en teorias
nuevas cuya exploracién y gama de influencia hoy en dia no ha acabado, tomemos
por ejemplo la teoria de topos, los esquemas, la K-teoria, las categorias abelianas, etc.
Hoy en dia los haces también hacen parte fundamental de teorias cuya meta es una
explicacion general de las matematicas y la biisqueda de relaciones entre las diferentes
ramas de esta, como son hoy el programa de Langlands o el programa de unificacién
de Olivia Caramello.

Este trabajo tiene un distribucién muy general sobre los haces resumida de la siguiente
forma: El capitulo 1 hace una breve presentacién de los conceptos previos para llegar a
la nocién de haz. El capitulo 2 presenta los conceptos de prehaz y haz, haciendo ayuda
de varios ejemplos para el entendimiento de estas dos nociones. El capitulo 3 alude
a varias construcciones de haces en donde la mas destacada es la hacificacién de un
prehaz. Finalmente en el capitulo 4 hablaremos sobre el espacio étalé, cuya definiciéon
dada por Cartan en los afios 50 rememora los cimientos del concepto de haz.



v



Indice general

0.1. Introduccidn . . . . . . . . . e e 111

. Preliminares 3
LI, Grupos . . . . oo 3
1.2. Espacios TopolOgicos . . . . . . . . . oo e 3
1.3. Limites Directos . . . . . . . . . . e e e e 6

. Prehaces y Haces 8
2.1. Prehaces . . . . . . . e e 8
2.2, Haces . . . . . . e e e e 19

. Construccion de Haces 21
3.1. Tallos (Stalks) . . . . . . . e e 21
3.2. Hacificacion . . . . . . . . . . e e e 26
3.3. Oftrasformasdeconstruirhaces . . . . . . . . . . . . . e 31
3.31. Hazimagendirecta. ... ... ... ... ... ....... ... ... ... ... 31

3.3.2. Oftras construccionesdehaces. . . . . . . . . . .. . .. .. .. 32

. Espacio étalé 34
41. Espacioétalé . . . ... ... .. 34
42, Conclusiones . . . . . . . . . e e 39



Simbolos
@

Tx

C,Gg F,...
F(U)
{Aitier
{Aij, 9ij}
hgiel A;
flu

Ve

0c

Idx

Zy

R

GL(n)

C
ru,r)
gl

B2
XxY
fog

#

V(x)

slu

*FX

Fu

Ft

Lista de Simbolos

conjunto vacio

topologia asociada al conjunto X
haces (prehaces)

conjunto de secciones de U
familia

sistema directo

limite directo

funcién f restringida a U
elemento neutro del grupo G
funcién médulo de un grupo G
funcién identidad del conjunto X
enteros médulo n

conjunto nimeros reales

grupo lineal general de orden n
conjunto de nimeros complejos
conjunto de secciones de U en F
circunferencia unitaria

bola unitaria cerrada
producto cartesiano de conjuntos
composicion de funciones

morfismo de restriccién

vecindades abiertas de x

morfismo de restricciéon aplicado a s

tallo asociado a x

funcién de secciones a germenes
hacificacién del haz F

haz restringido a U

unén disyunta de una familia de conjuntos

germen asociado al abierto U y la seccién s

haz imagen directa
haz imagen inversa

suma directa de dos conjuntos
producto tensorial de grupos

conjunto de homomorfismos de grupos

espacio étalé

haz asociadoa &

funcién proyeccién

fibra asociada a x

seccién de un espacio étalé

INDICE GENERAL



cAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo vamos a dar las definiciones y proposiciones previas para llegar al concepto de haz.
Pasaremos primero por la nocién de grupo, después por la nocién de espacio topoldgico y finalmente
introduciremos la idea de limite directo o limite inductivo en la categoria de grupos.

1.1. Grupos

Definicién 1.1 (Grupo). [5]

Sea G un conjunto no vacio y * una operacion binaria definida en G . Se dice que G es un grupo respecto
de *, o también que x da a G da una estructura de grupo, si * cumple las siguientes propiedades:
(i) (a*xb)xc=ax(bxc)paratodoa,b,ce G
(ii) Existee € G de maneraque gxe =exg = gparatodog € G
(iii) Paratodo g € G existe g™! € Gdemaneraquegxg ' =e=g lxg
Definicién 1.2 (Subgrupo). [5]

Sea (G,*) un grupo y S # @ un subconjunto de G. Se dice que S es un subgrupo de G si S bajo la
operacion * tiene estructura de grupo. En tal caso se escribe S < G.

Ejemplo 1.1. Algunos ejemplos de grupos y subgrupos son:
» (Z,+z) es un grupo donde +7 es la suma usual de ntiimeros enteros.
= (GL(n),-) es un grupo donde - es la multiplicacién usual de matrices.
» (C,+¢) es un grupo donde +¢ es la suma usual de nimeros complejos.
» (R, +¢) es un subgrupo de (C, +¢).
Definicién 1.3 (Homomorfismo de grupos). [5]

Sean (G, ) y (F, %) dos grupos. Una funcién ¢: G — F tal que (g *h) = ¢(g) * ¢(h) paratodo g, h € G
se denomina un homomorfismo del grupo G en el grupo F.

1.2. Espacios Topoldgicos

Definicién 1.4 (Espacio Topolégico). [9] Una Topologia para un conjunto X es una familia

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

T={U;:iel},conl; CX

tal que:
@eTyXeT

(b) ﬂ U; € T con F un subconjunto finito de I
ieF

(c) U U; € T paratodo ] C I
ic]
Observacién 1.1. Los elementos U; se les conoce como los abiertos de la topologia.
Ejemplo 1.2. [9] Algunos ejemplos de espacios topoldgicos son los siguientes:
= Sea X un conjunto, cuando 7x = P (X) se dice que X esta dotado de la topologia discreta.
= Sea X un conjunto, cuando Tx = {®, X} se dice que X esta dotado de la topologia grosera.

» Sea X un conjunto y p € X, cuando Tx = 7T, se dice que X esta dotado de la topologia punto
incluido, estoes U € T siysolosip € U, 0, U = @.

= Sea R el conjunto de ntimeros reales, decimos que R esta dotado de la topologia ususal 7j{ cuando
cada abiertos es unién de intervalos abiertos.

Definicién 1.5 (Subespacio topolégico). [9]

Sean (X, Tx) un espacio topologicoy A C. La coleccién

Ta:={UNA|U € Tx}

es una topologia sobre A.
T4 se llama la topologia de subespacio inducido sobre A o la topologia asociada al subespacio A.
Definicién 1.6 (Cubrimiento de abierto ). [9]

Dado (X, T") un espacio topolégicoy A C X decimos que una coleccién {U; };c; de abiertos de X es un
cubrimiento abierto de A si

AcClUu
icl
Definicién 1.7 (Espacio conexo). [9]

Un espacio topoldgico (X, 7') es conexo si y solo si no existe una separacion para X; esto es, no existen
Ay B subconjuntos abiertos de X de maneraque X = AUBy ANB = ®.

Definicién 1.8 (Subconjunto abierto conexo). [9]

Sea (X, T) un espacio topolégico y U C X un subconjunto abierto. U es conexo si U como subespacio
topologico de X es conexo.

Definicién 1.9 (Funcién continua). [9]

Sean (X, Tx) y (Y, Ty) dos espacios topoldficos y f: X — Y decimos que f es continua si y solo si para
cada abierto V € Ty, f~1 (V) € Tx

Definicién 1.10 (Funcién localmente constante). [7]

Sean (X, Tx) y (Y, Ty) dos espacios topologicos y f: X — Y decimos que f es localmente constante si y
solo si para cada x € X existe Uy C X abierto de manera que f|;, sea constante.

Proposicién 1.1. Sean (X, 7x)y (Y, 7?) donde Ty representa la topologia discreta para Y. Sea f: X —
Y , entonces f es continua si y solo si f es localmente constante.

Demostracién. Hagamos la demostracién en dos partes



1.2. ESPACIOS TOPOLOGICOS

(=) Supongamos que f es continua, a ver que para todo x € X existe Uy C X abierto de manera que
flu, es constante. Sea x € X, dado que f(x) € Y, entonces {f (x)} es un abierto de Y pues la

topologia asociada es la dlscreta Como f es continua, f = ({f (x)}) es un abierto de la topologia
Tx , escogiendo Uy = f~! ({f (x)}) vemos que este es una vecindad abierta de x y que f|y, es
constante.

(<) Supongamos que f es localmente constante a ver que f es continua, es decir que para todo V € T/,

f1(V) € Tx.Sea V C Y abierto y v € V, veamos que sucede con f ! ({v}).

(a) Suponga que existe x € X de manera que v = f (x) , como f es localmenrte constante eso quiere
decir que existe Uy, € Tx de manera que f|y,, es constante, eso implica que Vx’ € Uy, v = f(x'),

entonces f 1 ({v}) = Uy,
(b) Suponga que no existe x € X de manera que v = f (x), entonces f ! ({v}) =

Por las dos anteriores observaciones formemos el siguiente conjunto:

A={veV:v=f(x)paraalginx € X}

Tenemos ahora tres casos a considerar:
(i) SIA=0

Si A es vacio eso quiere decir decir que v # f(x) para todo x € X, por tanto f~! ({v})
todo v € V. Dado que V € T, tenemos que:

= U {oh)

veV

:U@

veV

=0

Como @ € Tx, entonces f es continua.
(ii) Supongaque @ # A CV
Como V = (V — A) U A, es sencillo observar que

Lv—-AUA)
Yv—-A)uf A

frvy=f£-
f-

Pero f~1(V — A) = @, dealli que f ! (V) = f~1 (A). Tenemos ahora que:

V) =14
= U M {oh)

vEA

U Ux,

vEA

Como la unién arbitaria de abiertos de Tx es un abierto, entonces f es continua.

= @ para
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(¢) Si A =V, entonces:

7 vy=U (o)

veV

= quU

veV

Finalmente, como la unién arbitaria de abiertos de X es un abierto, entonces f es continua.

Proposicién 1.2. [9]

Sean (X,71) y (Y,T2) dos espacio topolégicos y f una funcién f: X — Y, si T; corresponde a la
topologia discreta, entonces f es continua.

Definicién 1.11 (Homeomorfismo). [9]

Dados dos espacios topologicos (X, Tx) y (Y, Ty) decimos que X es homeomorfo a Y si existe una
biyeccién f: X — Y con fy f~! continuas.

1.3. Limites Directos

Definicién 1.12 (Conjunto dirigido). [3]

Un conjunto dirigido (I, <) es un conjunto no vacio I con un relacion binaria < de manera que:
= paratodoi,j € [tenemosquei <jyj<isiysolosii=j
= paratodoi,j k€ l,sii <jyj<k entoncesi <k
= paratodoi,j € I existealgin k € I de maneraquei <kyj <k

Definicién 1.13 (Sistema directo). [3]

Sea (I, <) un conjunto dirigido, y sea una familia de grupos abeliano {G;},.; indexados por I y una
familia de homomorfismos ¢;;: G; — G; con las siguientes condiciones:

(@) @i = ldg,

(b) Parai < j < k se tiene que ¢r; = ¢xj © @ji
Decimos entonces que {G;, (pij} constituye un sistema directo
Definicién 1.14 (Limite directo). [3]

Un limite directo de un sistema directo de grupos abelianos {G;, ¢;; } , es un grupo abeliano G junto con
una familia de homomorfismos ¢;: G; — G tal que se cumple las siguientes condiciones:

(a) Parai < jse tiene que ¢; = P; o ¢;;
(b) Cumple con la siguiente propiedad universal

Si L es otro grupo abeliano junto con una familia de homomorfismos 0;: G; — L tal que para cada
i < j se tiene que 6; = 6; o ¢; j, entonces existe un tinico homomorfismo h: G — L de manera que
el siguiente diagrama conmuta:

G<—G

N

Es decir 1 o ; = 6;. Al grupo G se le suele notar como G = lim G;
i€l
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Ejemplo 1.3. [3] Sea (I, <) un conjunto dirigido y { A;};c; una familia de conjuntos de manera que para
todoi,j € I'sii < j, entonces A; C A;. Si consideramos la contencia de conjuntos como las respectivas
funciénes de inclusién, tenemos que para todo i,j € I sii < j, entonces Lij: A — Aj, donde Ljj son las
funciénes de inclusiéon. Probemos que {4;, Ll'j} es un sistema directo:
» Siparatodoi,j € I coni < jse tiene que A; C Aj, es sencillo ver que ;; = Id 4;.
» Seani,j,k € I coni <j <k, veamos que Ly = Lj; © ;. Dado que A; C A; C Ay es sencillo ver que
Lix = ljk ¢} lij-

Entonces {4;, j} forma un sistema directo. Dado que el limite directo existe este viene dado por:

lim A; = J A;

icl iel



CAPITULO 2

Prehaces y Haces

En este capitulo vamos a definir la nocién de haz, y daremos varios ejemplos de dicho objeto . Para
ello tendremos que dar una nocién anterior que es la de prehaz, y asi mismo veremos como en algunos
casos tener un prehaz no necesariamente se tiene un haz.

2.1. Prehaces
Definicién 2.1. [6]
Sea (X, T') un espacio topoldgico. Un prehaz F sobre el espacio (X, T') se define como:

(i) Para todo U € T se le asocia un conjunto F (U). F (@) es un conjunto unitario.

(i) A cada par de abiertos Uy V con U C V se asocia una funcién 7}, : F (V) — F (U) que satisface
las siguientes condiciones:

(@) FY = id 711, para todo abierto U de (X, 7)

(b) Para cualesquiera abiertos U C V C W de (X, T) se tiene que 7} = F o F\, es decir el
siguiente diagrama conmuta:

Fov) 25 F(v)

A P
F(u)

Observacién 2.1. [8] Demos ahora algunas observaciones importantes respecto a la anterior definicién.

(i) Al conjunto F (U) se le conoce como el conjunto de secciones del prehaz F sobre el abierto U.
Algunas veces a F lo vamos a notar como I' (U, F). Cuando U = X diremos que los elementos de
I' (X, F) son las secciones globales del prehaz F.

(ii) La funcién fb‘{ se le conoce como funcién restricciéon del abierto V al abierto U. Una aclaracién
respecto a la notacién de elementos via las funciones de restriccion es la siguiente, seaz € F (V)
una seccion, a la imagen de z por JF}; se le conoce como la restriccién de z en U y se nota como

_ TV
zZluy zlu = Fi (2)

(iii) En general a los conjuntos F (U) se les puede dotar de una estructura algebraica, como puede ser
la de grupo, anillo, médulo, espacio vectorial, dlgebra, etc. Si por ejemplo hubiésemos dicho que

8



2.1. PREHACES 9
para todo abierto U C X, F (U) es un grupo, anillo, o médulo, entonces a F se le conoce como el
prehaz F de grupos, anillos, o modulos asociado al espacio topolégico X.

(iv) Siel prehaz F resulta ser de grupos, anillos o médulos u cualquier otra estructura algebraica, se
les pide a las funciones F}j que sean homomorfismos de dichas estructuras.

Ahora veamos algunos ejemplos para observar lo que significa definir una estructura de prehaz para
un espacio topolégico.

Ejemplos

Ejemplo 2.1 (Prehaz de funciones continuas). [8] Sean (X, Tx) y (N, 7n) dos espacios topoldgicos.
Definamos para U C X subconjunto abierto:

FU):=C(UN)={f:U— N: fcontinua}

Para U y V subconjuntos abiertos de X de manera que U C V definimos las funciones de restriccién
F{ de la siguiente manera:

FY:C(V,N)—C(U,N)
fFi(f)=flu

Veamos que F forma una estructura de prehaz sobre el espacio topolégico (X, Tx).

Demostracién. Para @ C Tx definimos F (©) = {@}
Veamos que F, L‘{ cumple con las dos condiciones dadas en la definicién de prehaz.
() Ff =iru

Recordemos que Fj : C (U,N) — C (U,N) .Sea f € C (U, N), aplicando F a f observamos que
F(f) = fluy como flyy = f obtenemos que FJf (f) = f. De alli que Flf = ir ).

(ii) Sean W,V y U abiertos de X de manera que U C V C W. A ver que

Fl =FloF)

Sea h € F (W), entonces 7Y (h) = h|y. Calculemos ahora (F} oF}) (h). Vemos que
(FfoFY) (h) = FY (FY (h)) = F} (hlv) = h|y y como h fue arbitrario se tiene para todo
h € F (W), entonces F}Y = Ff o FJ).

Mostramos que F resulta ser una prehaz sobre el espacio X. A este prehaz se le conoce como el prehaz
de funciones continuas entre dos espacios topoldgicos.

O

Ejemplo 2.2 (Prehaz constante). [7]

Sea X un espacio topolégico y A un grupo abeliano. Definimos el prehaz constante C4 para U C X

abierto como sigue:
A si U#D
Ca(U) =
{OA} si U=0Q

si U C V, entonces las funciones de restriccion se definen como:
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IdA si U#@
(Ca); =1 04 si U=QyV #Q
Id{OA} si V=0

Comprobemos que efectivamente es un prehaz de grupos abelianos.

Demostracién. (a) Veamos que en efecto (C A)g = Id¢, u)- Aqui hay dos casos a demostrar
(i) Sil # @, por definicién tenemos que C4 (U) = Ay (CA)g = Id 4, entonces (CA)g = lde, )
(ii) Sil = @ por definicion C4 (U) = {04}y (CA)E = Idy,,, entonces (CA)g = Ide, ()
(b) Veamos que si I C V C W, entonces (CA)Z[V = (CA)Z o (CA)@/

(i) Supongamos que U # @, por definicion tenemos que C4 (U) =Cx (V) = Cyq (W) = Ay que
(CA)T{IV = (CA)E = (CA)@/ = Id 4, entonces (CA)LV}/ = (CA)E o (CA)@/, pues Idpoldy = Idy.

(ii) Supongamos que U = @y V # @, por definicién tenemos C4 (U) = {04}y Ca (V) =
Ca (W) = A, también que (CA)LV = (CA)‘L/[ =04y (CA)I‘/,V = Id 4. Démonos cuenta que:

(Calf (@) =04y (Ca) ((Ca)Y (@) = (Ca)Y (@) = O

Entonces (Ca)y) = (Ca)jo (CaA)Y

(iii) Supongamos ahora U =V = @y que W # @, por defincién tenemos: C4 (U) = C4 (V) =
{04}y Ca(W) = Ay (Ca)] = (Ca)}Y = 04. Véase que:

€A (@) =0ay €l (€)Y (@) = (Ca)}] (04) =04

Entonces (Ca)y] = (Ca)jpo (Ca)y

(iv) Supongamos ahora W = @, entonces C4 (U) = Cao (V) = C4 (W) = {04} ¥ (CA)VUV
(Ca)l; = (Ca)Y = Idy,), entonces (Ca)l] = (Ca)lj o (Ca)y

O

Veremos en la seccién 2.2 que en realidad este prehaz no tiene estructura de haz, y en la secciéon 3.2
cémo la hacificacién de este prehaz coincide con el haz de funciones localmente constantes.

Ejemplo 2.3 (Prehaz de funciones localmente constantes). [4] Sea X un espacio topolégico y G un
grupo abeliano. Dotemos a G de una topologia 7. Definamos para U C X abierto el siguiente prehaz:

G(U) ={f: U— G: flocalmente constante }

Para U C V definamos los morfismos de restricciéon gg como :

Gl G (V) — G (U)
f=flu

Veamos que G determina un estructura de prehaz sobre X

Demostracion.  (a) G = ldgy)- Sea f € G (U), entonces GE(f) = flu. Como f|y = f, concluimos
que gbl = Idg(u).
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(b) Sean U C V C W veamos que QLV}’ = gg o Q‘V,V. Observamos que:

Gl (f) = fluy 6l (G4 () = 6l (FIv) = flu

Entonces G determina una estructura de prehaz sobre X.

O

Ejemplo 2.4 (Prehaz rascacielos). [4] Sea (X, Tx) un espacio topolégico y G un grupo abeliano. Tome-
mos x € X fijo, llamamos x.G al prehaz rascacielos que se define de la siguiente manera. Sea U C X

un conjunto abierto, entonces:
G si xel
G (U) =

{0cg} si x¢U

Definimos los homomorfismos de restriccién x,G}; de la siguiente manera: para U C V tenemos que:

Idg si xel
x:Gl} = 0 si x¢UyxeV
Id{Oc} Si JC%V

Donde 0 es la funcién que envia cualquier elemento ¢ € G en 0g. Comprobemos que efectivamente
x+G es un prehaz de grupos abelianos sobre X .

(a) Probemos que x. Gﬁ = Id, G- Aqui hay dos casos a demostrar:
1. Six € U, entonces x.G (U) = Gy x.G}{ = Idg. Probamos que x.G}{ = Id g
2. Six ¢ U, entonces x.G (U) = {0g} y x.GY = Id - Probamos que Gl = Idy,

(b) Sean U C V C W abiertos cualesquiera, probemos que x.G}} = x.G}; o x,GY.

1. Supongamos que x € U, entonces x:G (U) = x,G (V) = x,G(W) = G, y también que
x:GJ] = x.G}; = x,G}Y = Id;. Debido a esto tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Idg

—
1&

G

9

Idg

—

0

Entonces x, GLVIV = X4 Gg O Xy G“y.

2. Supongamos que x ¢ Uy x € V, entonces x,G (V) = x,G(W) = Gy x.G(U) = {0g}.
También que x. G}’Jv = X Gl‘j = 0g y x« G{’/v = Idg. Con la anterior informacién podemos
construir el siguiente diagrama conmutativo

El anterior diagrama conmuta ya que
x.GlY (8) = Oc {g} = 06 = %G (x.G¥ (2)) = %Gl (8) = 06

Entonces x. GZIV = X Gg O Xy G“;‘]
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3. Supongamos que x ¢ U, x ¢ Vyx € W, entonces x.G (W) = Gy x.G (V) = x.G(U) =
{0}, también que x,G}} = x,GlY = 0gy x.G}; = Id {05} Construyamos el siguiente dia-
grama:

0c
— {0g}
- lld{o ol

{0c}

Veamos que el anterior diagrama conmuta:

%Gl (2) = 06 = x.GYf (.G () = %G (0c) = 0g

Entonces x, GLV}/ = X GZ 0 Xy G‘V)/.

4. Supongamos que x ¢ W, entonces x.G (W) = x.G (V) = x.G(U) = {0g} y x.G}} =
X*GE = X*G‘Iy = Id{OG}

{0(;}

{0} — {0c}

1d
{0g}
lﬁ;;\\N l

{0g}

Entonces x, GLV}/ = x.G}] o x, G{/,V

Vimos que x,G tiene una estructura de prehaz (en este caso de grupos abelianos) sobre el espacio topo-
légico X. Mas adelante mostraremos que el prehaz rascacielos en efecto tiene la estructura de haz sobre
X.

Ejemplo 2.5 (Prehaz constante 2). [8] Sea (X, 7') un espacio topolégico y G un grupo abeliano, dotemos
a G de la topologia discreta 7, entonces:

FU)=C(U,G)={f:U— G|f continua}

Sean U y V abiertos de X de manera que U C V, definimos los homomorfismos de restricciéon F, L‘{ como:

F:C(V,G) —C(U,G)
frF () =flu

Gracias al ejemplo 2.1 vemos que F define una estructura de prehaz de grupos abelianos sobre X, donde
para cada U C X abierto F(U) es un grupo abeliano cuya operacién es la misma de G pero aplicado a
las imagenes de cada u € U.

Lo interesante de este ejemplo es hacer notar que F (U) = G siempre y cuando U sea un conjunto
abierto y conexo. Para ello mostremos que si U es un conjunto abierto y conexo de X, entonces f (U) =
{g} cong € Gy f € F(U). Suponga que f (U) = {g,8'}, como G esta dotado con la topologia
discreta {g} y {g¢’} son abiertos y dado que f es continua, entonces f ' ({g})y f~! ({g'}) son abiertos
de la topologia de X. Usando el hecho de que la imagen inversa de la unién arbitaria de conjuntos es
exactamente igual a la unién arbitraria de las imagenes inversas de cada conjunto, tenemos que:

u=Ff"{shuf'({s'}

y esto es una contradiccién pues estamos diciendo que U es conexo, concluimos entonces mostrando
que para toda f € F (U) existe g € G de manera que f (U) = {g}, es decir f es locamente constante (de
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alli el nombre de prehaz constante), y eso implica que F (U) = G, donde el isomorfismo ( de grupos
abelianos ) viene dado por la funcién ¢: F(U) — G, de manera que ¢(f) = g.

En la mayoria de ocasiones caracterizar el conjunto de secciénes de un prehaz no es siempre es facil. En
los siguientes dos ejemplos vamos a ver; (1) como se caracterizan las secciones de un prehaz y (2) un
ejemplo en donde podamos ver geométricamente el conjunto de secciones de un prehaz.

Ejemplo 2.6. Sea X = {0,1} y démolse a X la topologia discreta, es decir

Tx ={2,{0},{1},{0,1}}

Ahora tomemos el grupo abeliano (Z;, +) con una topologia cualesquiera 7z,. Pensemos ahora en el
prehaz G sobre X tal que para U C X abierto tenemos que:

G(U) ={f:U— Zy|f continua}

Para U y V subconjuntos abiertos de X tal que U C V definimos los homomorfismos de restriccién G
como:

Gl G (V) —» G (U)
feGu(f) =flu

Démonos a la tarea de caracterizar G (9), G ({0}), G ({1}) y G (X) = G ({0,1})

(i) Caracterizacién del conjunto G ({0,1})

G ({0,1}) = {f: {0,1} — Z; : f continua}

Como X esta dotado de la topologia discreta, entonces toda funcién que tome valores en X y cuya
imagen esté en Z; es continua usando la proposicién 1.2. Eso quiere decir que cualquier funcién
que tomemos en G ({0,1}) es continua.

f]i {0,1} —)Zz fz: {0,1} —>Zz f32 {0,1} —)Zz f41 {0,1} —)Zz
0—0 01 00 01
1—0 1—1 1—1 1—0
Veamos que G ({0,1}) es un grupo abeliano. Como (Z;, +) es un grupo abeliano podemos inducir
una operacién de siguiente manera: sobre G ({0,1}) sean f,g € G ({0,1}), definimos + como

(f+g)(x) = f(x)+ g(x). Dado que (G ({0,1}),+) es un grupo, veamos como se operan los
elementos f1, f2, f3 y f4 en un tabla.

+ | filfol|fa]fa
AlAl L] fa
Ll lh|falfs
Bl falAll
falfalfs || h

Como solo hay dos grupos de orden cuatro, y en G ({0,1}) cada elemento es inverso consigo
mismo tenemos que:

G ({0,1}) =K

Donde K es el grupo de Klein. Como K = Z; x Z;, entonces:

Q ({0,1}) = Z2 X Zz
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(ii) Caracterizaciéon del conjunto G ({0}) :

G ({0}) = {g: {0} — Z, : g continua}

Veése que las tnicas funciones de G ({0} ) son:

g1: {0t = 2, g2 {0} = 27,
0—0 01
Tanto g3 como g, son continuas por la proposicién 1.2. Entonces: G ({0}) = {g1,82}. Como

(G ({0}),+) es un grupo abeliano de orden dos, entonces

g ({0}) =2,

(iii) Analogo al indice (ii) tenemos que:

G({1}) =2,

(iv) Definimos G (@) = {hg} donde hy es la funcién vacia. Como G (@) es un grupo abeliano de orden
uno, entonces:

g () = {0}

Lo anterior lo podemos resumir en dos diagramas reticulares como los siguentes:

{O/ 1} {01} g ({0’ 1}) {0,1}

Aplicando G

(1} is {0} - g1 G5 g ({0})

G (2)

Vemos como bajo la acciéon de G sobre el diagrama reticular del conjunto X = {0,1} donde los i, con
1 < k < 5 representan las respectivas inclusiones, las flechas se invierten.

El diagrama reticular de las secciones del prehaz G vienen representadas como:

01 g ({0,1}) (01} Zz X Zz

W NG
14 P
Z Z

g({1}) G5 g ({0})

gékﬂ/gg’} R%

g (@) {0}

Donde p es la funcién proyeccion, esto es p(x,y) = x 6 p(x,y) = y.

e
N
[«¥]
N

Ejemplo 2.7. [4] Sean (F,Tr) y (X, Tx) dos espacios topolégicos y sea 7t: F — X una funcién continua
y sobreyectiva. Para U C X subconjunto abierto definimos

I'(U,J)={s:U—F:s continuay ros = Idy}
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Gracias al ejemplo 2.1 vemos que J define una estructura de prehaz sobre X. Veremos mas adelante
que también define una estructura de haz sobre X.

Ya que hemos dado algunos ejemplos de prehaces de tipo algebraico, vamos a construir prehaces de
tipo geométrico. Para ello vamos a considerar los prehaces del ejemplo 2.7 para nuestra construccién.

Ejemplo 2.8. Sea S! x [0,1] el cilindro y B? la bola unitaria cerrada de IR?. Consideremos la siguiente
funcién ¢:

¢: 8! x[0,1] — B>

Gt)— (-2

Si consideramos a S! x [0, 1] y BZ ambos con la topologia discreta, por la proposicion 1.2 ¢ es continua,
y ademads es sobreyectiva. Visualmente tendriamos que la funcién corresponde :

st x [0,1] B’

Figura 2.1: Visualizacién de la funcién ¢

Damos la siguiente estructura de prehaz a (]Bz, 7}). Sea V un abierto de B2, definimos el prehaz J de
la siguiente manera:

JWV)=1s:V =8l x 0,1] : s es continua os=1idy
ye

Gracias al ejemplo 2.7 sabemos que 7 tiene una estructura de prehaz sobre B2. Para algunos abiertos
de (]B2, Ta) caracterizamos su conjunto de secciones.

(a) Sea el abierto V = {(0,1)} de B2. Calculemos J ({(0,1)}). Por definicién de J tenemos que:

T{O,1}) = {s: {(0,1)} > 8" x[0,1] : s es continuay g o5 = Id{(q,), }

En J ({0,1}) todas las funciones son continuas, veamos cuales de estas cumplen con que g os =
Idgq))-Seas € J ({(0,1)}) tal que s(0,1) = ((x,y) ,t). Para ((x,y),t) € S! x [0,1]. Hagamos

(pos)(0,1) =(0,1) (2.1)

¢ (s(0,1)) = (0,1) 22)
¢((x,y),t)=(0,1) (2.3)
(1-t)(xy) =(0,1) (24)

El tnico t para el cual se cumple la condicién (2.4) es t = 0. Si t = 0 tenemos que (x,y) = (0,1),
es decir hay una tnica funcién continua s en J ({(0,1)}) que hace

(¢os)(0,1) = ((0,1),0)
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Graficamente tenemos:

Figura 2.2: Visualizacién gréfica de 7 ({(0,1)})

entonces J ({(0,1)}) = {s}

(b) Sea V = {(0,0)} subconjunto abierto de B2. Describamos J ({(0,0)}). Por defincién de J tene-
mos que:

T ({(0,0)}) = {s: {(0,0)} = S x [0,1] : s es continua y gos = zd{(o,o)}}

En J ({0,0}) todas las funciones son continuas, veamos cuales de estas cumplen con que g os =
Id(,0))-Seas € J ({(0,0)}) tal que s(0,0) = ((x,y),t) para ((x,y),t) € S! x [0,1]. Hagamos

(9o5)(0,0) = Idy (g, (0,0) (2.5)
¢ (s(0,0)) = (0,0) (2.6)
¢ ((xy), 1) = (0,0) 27)
(1= (xy) = (0,0) (2.8)

El tnico t que cumple la condicién de la ecuacién 2.8 es t = 1. Si t = 1 tenemos que la ecuacién
2.8 es verdadera para cualquier (x,y) € S!. Entonces:

T ({(0,0}) = {s: {0,0} =" x[0,1]:5(0,0) = ((x,9),1) para (x,) € '}



2.1. PREHACES 17

Graficamente 7 ({(0,0)}) se representa como:

Figura 2.3: Visualizacién de J ({0,0})

(c) SeaV =6! subconjunto abierto de B2. Describamos J (Sl). Por definicién de J tenemos que:
J (Sl) = {s: S! 8l x[0,1]:sescontinuay @os = Idsl}

En J (S!) todas las funciones son continuas, veamos cuales de estas cumplen con que g os = Idg;.
Seas € J (S!) tal que s(x,y) = ((w,z),t) para ((w,z),t) € S! x [0,1]. Hagamos.

(pos)(x,y) = Ids (x,y) (2.9)
¢ (s(xy)) = (xy) (2.10)
¢ ((w,z),t) = (x,y) (2.11)
(1—1) (w,z) = (x,y) (2.12)

sumando las dos anteriores ecuaciones tenemos:

(1—8)2(w? +22) = x* + 2 (2.13)

Dado que (x,y), (w,z) € 8! la ecuacién 2.13 queda de la forma:

(1-t)2=1 (2.14)
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El tnico valor de t para el cudl se cumple 2.14, es t = 0.Sit = 0, entonces x = w y y = z. Es decir
s(x,¥) = ((x,y),0). Con esta informacién podemos describir .7 (S!).

j(sl) {s sl sl x [0, ];s(x,y):((x,y),O)}

Una representacion gréfica de J (S!) e

Figura 2.4: Visualizacién grafica de J (S!)

Definicién 2.2 (Homomorfismos de prehaces). [7]

Sean F y G dos prehaces de grupos abelianos sobre un espacio topolégico (X, 7Tx). Un homomorfismo
de prehaces ¢: F — G consiste en:

= Para todo abierto U C X, un homomorfismo ¢y : F(U) — G(U).

= Para cada Uy V abiertos de X de manera que U C V, el diagrama

conmuta, es decir G} o gy = @y o F.
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2.2,

Haces

Definicién 2.3 (Haz). [6] Sea X un espacio topoldgico y F un prehaz sobre X. Se dice que F es un haz
sobre X si para cada subconjunto abierto U C X y cada cubrimiento abierto de U, U = ;c; Uj, se
cumplen las siguientes condiciones:

(i)
(if)

Siz,z' € F (U) son tales que .FLLIII, (z) = fLL[Ii (z') paracadai € I, entonces z = z'.
Sea {z; : z; € F (U;)} una coleccién de elementos tal que para cualesquiera i, j € I se tiene que

Uj

U; —
Fuinu, (21) = Funy, (z) -

Entonces, existe un elemento z € F (U) tal que F} (z) = z;, paracadai € [

Proposicién 2.1. [6] El elemento z de la condicién (ii) es tnico

Demostracion. Suponga que existe un z’ # z de manera que .7-'&_ (z') = z; para todo i € I. Dado que

an FU (2) — 5. U () — FU (7 L _
también JF; (z) = zj, entonces F; (z) = F; (z') y por la condicion (i) tenemos que z = z' lo cual es
una contradiccién, entonces z es inico.

O

Ejemplos

Ejemplo 2.9 (Haz de funciones continuas). En el ejemplo 2.1 mostramos que F tiene estructura de
prehaz, veamos ahora que F es un haz. Comprobemos entonces que se cumplen las dos condicones de
la definicién. Sea {U;};.; un cubrimiento abierto de U, entonces:

(i)

(ii)

Sean f,g € F (U), con ]—'ﬁ[i (f) = ]-'Ll{i (g) para todo i € I, probemos que f = g. Para comprobar
que f = g basta ver que para todo u € U, f(u) = g(u). Seau € U, como U = ;c; Uj, existe
ip € I de manera que u € U;,. Nos damos cuenta de que f(u) = f|ul,0 (u)yg(u) = 3|Uio (u). Por

hipétesis f ‘uio (u) = g|ui0 (u), dealli que f (1) = g (u). Como u € U fue escogido arbitrariamente
tenemos que f(u) = g(u) para todo u € U, entonces f = g.

Sea {f;: fi € F(U;)} una colecciéon de secciones tales que para todo i,j € I se tiene que

fgimu_ (fi) = ]:u-jmu- (fj). Por la defincién de las funciones de restriccion lo anterior es lo mismo
i ] i ]
que decir fi|unu; = fjlunu;- Ahora tenemos que encontrar f € F (U) de manera que f[y, = f;

eso para cada i € I. Definamos f de la siguiente manera:

f:U—=N
e f(u) = fi (u)

Vamos a probar que la aplicacién f esta bien definida y es continua:

a. Seau € U, como U = ;1 Uj, entonces u € |J;c; U; y por defincién existe ip € U de manera
que u € Uj,. Supongamos que existe iy tinico, es decir, u solo esta en U;, y en ninguno mas.
Sea u = u’, como f;; esta bien definida dado que f;, € F (U;,) , entonces fi, (u) = f;, (1)
y por definicién f (u) = f (u’). Como u € U fue escogido arbitrariamente, entonces f esta
bien definida.

b. Suponga que u € U, eso significa que u € [J;c; U;, es decir que existe i € I de manera
que u € U;, con la condicén de que u € Nyeg Uy donde K C I, por hipétesis fi(u) =
frlugnu,, (4) = felugnu,, () = frr(u) eso para cada k, k" € K. Si u = u’, entonces fi(u) =
fr(u") = frr(u) = frr(u’), y por definicion tenemos f(u) = f(u').

c. f es continua: por defincién de f cada f; es continua, entonces f es continua.

Ejemplo 2.10 (Haz rascacielos). Tomemos el prehaz x.G dado en el ejemplo 2.4 veamos que en efecto
es un haz. Para ello hay que comprobar las dos condiciones dadas en la defincién de haz.
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Demostracién. Sea U C X un subcojunto abierto y {U;},.; un cubrimiento abierto de U. A ver que si
z,z' € x,G (U) y para todo i € I se cumple que x*Gg[ (z) = x*Ggi (z") , entonces z = z’.

1. Suponga que x € U, eso implica que existe i € I de manera que x € U;. Por definicién de los
homomorfismos de restriccion tenemos que ¥ G&_ = Idg. De alli x*Ggi (z) =z y x4 Gg}_ (z') =2’
y por hipétesis x*Ggi (z) = x4 GLLIII_ (z), entonces z = z’.

2. Suponga que x ¢ U , entonces por definicon x,G (U) = {0g} ,y si z,z € x.G (U), entonces
z=12"=0g,dealliquez =z’

Sea {z; : z; € x+G (U;) } una coleccién de secciones tal que para todo i, € I se tiene que x, ngmuj (z;) =
u:
j - U (o) —
2:Gyjyy, (). Veamos que exsite z € x.G (U) de manera que .Gy (z) = z;
Consideremos los siguientes casos

(i) Supongamos que x € U y que ademds para todo i € I se tiene que x € U;. Por definicién tenemos
. , U
que para todo Uj, x+G (U;) = G y tambieri que x*Gll’ll;ﬂuj (zi) = zi, ¥ x*Gujmui (zj) = zj y por
hipétesis estariamos diciendo que para todo i,j € I z; = z;. De alli defina entonces z := z;. Vea
que la unicidad esta garantziada por la hipétesis.

(if) Supongamos que x € U pero que para algtn j € I se tiene que x ¢ U;, entonces por defincién
tenemos que x.G (LI]) = {0g}, eso quiere decir que si z; € x,G (U]-), entonces z; = 0. Ahora solo
basta definir z := z; y vea que x*ng (z) =0g

(iii) Supongamos ahora que x ¢ U, entonces para todo i € I, x ¢ U; y por defincién tenemos que
x:G (U) = {0}y x+G (U;) = {0}, solo basta entonces tomar z := Og para que X GLLII,- (z) =z
eso porque cada z; = Og

O

En general tenemos que no todo prehaz es un haz, y en el siguiente ejemplo veremos claramente como
es que esto sucede.

Ejemplo 2.11 (Prehaz que no es necesariamente un haz). [8] Definimos para un grupo abeliano A con
||A]| > 2y X un espacio topoldgico, el prehaz constante, esto es, para cada abierto U de X, C4 se define
como:

A si U#Q
Ca(U) =
{OA} si U=Q@

Veamos que C4 no es un haz, para ello haremos la demostracién por contradiccién. Supongamos que
Ca es un haz. Tomemos U = Uy UUy con Uy NUy; = @y U, Uy # @.Sean g € Cua(Uy) y h €
Ca(Uy) con g # h . Aplicando los homorfismos de restriccion C4 51 A, Y Ca gfmuz a los elementos g y h
respectivamente, obtenemos que:

Catto, (8) = Catfry, () =0

Pues C4 (U3 NUp) = {04}. Por la segunda condicién de la defincién de haz tenemos que existe m €
Ca(U) = G de manera que CAg1 (m) =gy CAgz(m) = h. Como CAH1 y CAgz son los homomorfismos
indentidad, entonces m = gy m = h, y de lo anterior se tiene que ¢ = k, lo cual es un contradiccién.

Definicién 2.4 (haz restriccion). [7]

Sea X un espacio topoldgico y F un haz sobre X. Para U C X abierto definimos el haz restriccién como
el haz asociado a U tal que para todo V C U abierto le asociamos F (V). Este haz sobre U se nota como
Flu.
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Construccién de Haces

3.1. Tallos ( Stalks)

[8] Sea X un espacio topolégico fijo y F un prehaz de grupos abelianos sobre X, sea x € X definimos
V(x) como:
V(x)={UCX|U abiertoyx e U}

Es decir V(x) es el conjunto de todas la vecindades abiertas de x. Ahora consideremos el siguiente
conjunto:
L={(Us)|UeV(x)yse F(U)}

Sobre L definamos una relacién ~ de la siguiente manera:

(U,s) ~ (V,t) siysolosiexiste W € V(x) de maneraque W CUNV ys|w = tlw
Proposicion 3.1. la relacién ~ es de equivalencia en el conjunto L

Demostracion.

(i) Reflexividad: Veamos que (U,s) ~ (U,s). Dado que existe U C U N U de manera que s|y = s|y,
entonce se tiene que (U,s) ~ (U, s).

(ii) Simetria: Veamos quessi (U, s) ~ (V,t), entonces (V,t) ~ (U,s):

Por definicién
(U,s) ~ (V,t)siysolosiexiste W € V(x) demodoque W C UNV ys|y = t|w

Veamos que existe W’ € V(x) de maneraque W C VN Uy |y = s|w. Resta tomar W = W y las dos
siguientes propiedades: UNV = VN U,y que sl = t| implica t|iy = s|w. De lo anterior tenemos
que (V,t) ~ (U,s).

(iii) Transitividad: Veamos que si (U,s) ~ (V,t)y (V,t) ~ (H,r), entonces (U,s) ~ (H,r)

Por definicién tenemos que:

(U,s) ~ (V,t)siysolosiexiste W € V(x) demodoque W CUNV ys|wy =tw
(V,t) ~ (H,r) siy solo siexiste W' € V(x) demodoque W C VN HYy t|yr = |y

21
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Tomemos W’ = WNW’ C UnN H, démonos cuenta que si sy = t|w, entonces (s|w) |waw =
(t{w) [wnw’- Dado que F es un prehaz tenemos que s|wnw: = t|wow’. Nuevamente como ¢y = 7|y
tenemos que (t|w/) lwaw: = (rlw’) lwnw’ y dado que F es un prehaz t|yqw: = r|waw’, entonces
slwaw’ = rlwnw de alli que (U,s) ~ (H,r). O

Observacién 3.1. Al conjunto cociente -/ . se le nota también como Fy y se le llama el tallo relativo al
elemento x.

Observaci6n 3.2. Los elementos de F, son clases de equivalencia y se notan como (U, s). En algunos
textos como [4] y [8] a estos elementos se les nota como (U,s) = sy y se le conoce como el germen
asociado al elemento x.

Proposicién 3.2. [8] (Fx, +) es un grupo abeliano donde + se define de la siguiente manera. Para
(U,s),(V,t) € Fq

(U,s) +(V, t) = UNV,slunv + tlunv)
» El elemento neutro en Fy esta dado por <U, 0 ]-'(LI)> donde 0y es el elemento neutro en F(U).

» Para (U, s) el elemento inverso viene dado por (U, —s).

Veamos ahora que el tallo Fy asociado a x es isomorfo al limite directo del conjunto de secciénes F (U)
cuyos abiertos son vecindades de x (U € V(x)).

Proposicién 3.3. [8]
Sea x € X fijo y Fy el tallo asociado a x, entonces Fy = lim  F (U).
uev(x)

= En V(x) definimos el siguiente orden parcial.

U<VsiysolosiV C U

Es sencillo comprobar que (V(x), <) es un conjunto parcialmente ordenado y que ademds es un
conjunto dirigido. Para U < V se definen las funciones F{: F (U) — F (V). Por defincién

{Fu),F¥ tu cV(x) €8 un sistema directo de grupos abelianos. Como existe lim (U) y es
UeV(x)
tnico veamos que Jy también es un limite directo del sistema directo anteriormente dado.

Para cada U € V(x) definimos:

Fu: F(U) = Fx
s+ Fu(s) = (U,s) = sy

Donde F; es un homomorfismo de grupos abelianos. Ahora veamos que dado U < V el siguiente
diagrama conmuta

F
u -Fx

F(U)
s A
F (V)

Es decir Fy = Fy o Ff. Seas € F (U), entonces Fyy (s) = (U,s). Ahora (FyoFY)(s) =
Fv (]—"g (s)) =(V, ]—'5 (s)). Dado que (U,s) ~ (V,]-"L,l(s)), entonces (U,s) = (V, ]—'5(5)}

= Verifiquemos la propiedad universal para el grupo Fx

Sea G un grupo abeliano y una coleccién de homomorfismos {0y: F(U) — Glyecp) ¥
{0v: F(V) = Glyey(y) con U < V de manera que el siguiente diagrama conmuta
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Es decir 0y o .F‘L/I =0y

Veamos que existe un tinico ¢: F, — G de manera que el siguiente diagrama conmuta:

Fuy 25 F

Es decir, veamos que i o Fi; = 0.

Definase a 1 de la siguiente manera:

Pp: Fy =G
(U,s)+ 6y (s)

Verifiquemos que ¢ es una aplicacién bien definida y que ademaés es un homomorfismo de grupos
abelianos.

= 1P es una funcion bien definida: sean (U,s) = (V, ), eso significa que (U,s) ~ (V,t) y por defini-
cion existe W € Q) de manera que W C UNV y sl = t|w. Aplicando Oy a s|w y |, entonces
Ow (s|lw) = Ow (t{w), y dado que 8y o F = 6y y Oy o Fy, = 0y, obtenemos que 0y (s) = 6y (t)

= 1 es un homomorfismo de grupos abelianos:

¥ ((U,s) +(V, 1) = ((UNV,slunv + tlunv)) 3.1
= Ounv (slunv + tlunv) (3.2)
= Ounv (slunv) + Ounv (Hunv) (3.3)
= 0u(s) +6v(s) (3.4)
=y (Us)) +y (V. 1) (35)

En la parte (3.4) se usa las identidades 6y © ]:Llllmv =0y yOunvo Fl‘jﬂv =0y

Es inmediato que el anterior diagrama conmuta, pues se da desde la misma definicién de 3. Dado que
el limite directo es tinico salvo isomorfismos, entonces F = hﬂuGV ) FU).

Ahora, mostraremos algunos ejemplos en donde se calculan los tallos de algunos prehaces especificos
haciendo uso de relaciones de equivalencia y limites directos.

Ejemplo 3.1. Sea el conjunto X = {0,1} dotado con la topologia discreta. Gracias al ejemplo 2.6 pode-
mos dotar a X de una estructura de prehaz. Calculemos los tallos asociados a los elementos 0 y 1.

= Tallo Fy

Sea V(0) el conjuto de todas las vecindades del elemento 0

V(0) ={U C X: Uabiertoy 0 € U}

Dado que la topologia asociada a X es la discreta tenemos que:
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V(0) = {{0},{0,1}}

SeaL = {(U,s):UeV(0),seF(U)} esdecir:

L={({0},81),({0},82), ({0, 1}, f1), ({0, 1}, f2) , (0,1}, f3) , ({0, 1}, fa) }
Calculemos /. donde ~ es la relacién de equivalencia dada en la proposicién 3.1.
* ({0},81) ~ ({0,1}, f1)
Sea {0} € V(0), es claro que {0} C {0} N {0,1} y g1|(0y = fil{oy
* ({0},81) ~ ({0,1}, f3)
Sea {0} € V(0), es claro que {0} C {0} N {0,1} y g1|(0y = fal{o0y
Entonces ({0}, ¢1) = {({0},81) ({0, 1}, /1), ({0, 1}, f3)}
Ahora:
* ({0},82) ~ ({0,1}, f2)
Sea {0} € V(0), es claro que {0} C {0} N{0,1} y g2|10y = f2l{0
* ({0},82) ~ ({0,1}, fa)
Sea {0} € V(0), es claro que {0} C {0} N{0,1} y g2|10y = fal{oy
Entonces ({0},82) = {({0},82) ({0,1}, f2), ({0, 1}, fu) }

En conclusion:

Fo = {({0},81), ({0}, 82)}
Dado que Fj es un grupo abeliano con dos elementos, entonces Fy = Z,. Haciendo un proceso similar
para calcular el tallo asociado al elemento 1 obtenemos que F; = Z;.
Ejemplo 3.2 (Tallos del haz rascacielos). [4]

Sea X un espacio topoldgico y G un grupo abelieano y x,G el haz rascacielos asociado a X. Calculemos
(x+G), paray € X.

Seay € Xy V(y) el conjunto de todas la vecindades de y. Para calcular los tallos tenemos los siguientes
dos casos:

» Paratodo V € V(y) tenemos que x € V.

Dado que para todo V € V(y) tenemos que x € V, entonces x,G (V) = G. Tomemos una clase de
equivalencia (V,s) € (x:G), e identifiquemos cuales son los elementos de dicha clase (V,s).

{(U 1) (U, 1) ~ (V,5)}

= {(U,t) rexiste W € V(y) con W C UNV yx,.GR(s) = x*G},/\/(t)}
{( texiste W e V(y)conW CUNVys =t}
{(Us):UeV(y)}

Hagamos el siguiente isomorfismo de grupos abelianos:

fi (x:G), = G
(V,s) —s
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Entonces (x.G), = G siempre que para todo V € V(y) tengamos que x € V. En otras palabras
(x+G)y = G siempre que y € {x}.

= Supongamos que existe V € V(y) de manera que x ¢ V

Veamos que para todo germen (U, t) € (x.G), se tiene que (U, t) = (V,s). Para ello encontremos

W € Q de manera que W C UNV y x.GY () = x.G};(s). Dado que x ¢ V tenemos que por
definicion x,G (V) = {0g} y que s = 0g. Tomemos W = U NV y observemos que W € V(y)
y x ¢ W. Por defincién x,G (W) = {0g} y x.G(t) = 0g, igualando las restricciones de las
secciones s y t tenemos que x. G, (t) = x, G (s).

Notamos que (x*G)y = {(V,s)} . Dado que (x.G)
entonces (x+G), = {0g}.

y €s un grupo abeliano con un sélo elemento,

Finalmente (x.G), = {07(; } siempre que exista V € V(y) de manera que x ¢ V, 0 en otras palabras
(x.G), = {0c} siy ¢ (7.

Por lo anteriormente dicho tenemos que el tallo asociado a y € X viene dado por:

G si ye{x}
(x*G)y:{ -
{0c} si y¢&{x}

Calculemos los tallos asociados al haz rascacielos usando limites directos.

= Veamos que si y € {x}, entonces hgua/(y G (U) = G.

)

Supongamos que para todo V € V(y) tenemos que x € V. Eso significa que para todo V € V(y)
se tiene que x.G (U) = G, entonces:

lim G (U) = lim G=G
Uev(y) Uev(y)

= Veamos que si y ¢ {x}, entonces thEV(y) xG(U) = {0g}

Supongamos que existe V € V(y) de manera que x ¢ V. Ahora consideremos la siguiente familia
de homorfismos de grupos {6;;: x.G(U) — {0g}} y {0y : x.G(V) = {0g}} con U,V € V(y).

Gui x:G (U) — {OG}

6E si xeld
Oy =

Id{Oc} si x Qf u

Es sencillo observar que para V C U el siguiente diagram conmuta:

%G (U) — 106}

wo| 4

G (V)

Mostremos que {0g } cumple con la propiedad universal del limite directo. Supongamos que exis-
te un grupo abeliano M y familias de homomorfismos de grupo abelianos {¢;: x.G(U) = M}y
{pv: x.G(V) - M} con U,V € V(y) de manera que el siguiente diagrama conmuta:
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G U) M M
(x*G)‘L,Il %
x:G (V)

Demostremos que existe un tnico homomorfismo ¢: {0g} — M de manera que el siguiente
diagrama conmuta:

g (u) 4 {06}

<Pul L
Pl

L

M

Definase 1 de la siguiente manera:
pouny si xelU
lp =
QU si x¢U
Debido que ¢yny v ¢u son funciones bien definidas , entonces ¢ esta bien definida.
Finalmente probemos que ¢ o 61 = ¢y;.

e Six € U, entonces (Yo 0y)(8) = ¢ (6u(g)) = ¥(0c) = ¢unv (0g), como ¢u = @unv ©
(x+G)H -/, entonces ¢y (06) = unv (0g), de alli que P o 6y = @y.

e Six ¢ U, entonces ¢ (67 (0g)) = ¢ (0g) = ¢u (0g), de alli que ¢ o 6y = @y

Hemos mostrado que:
lim x.(G) (U) = {0}
UeV(y)

En conclusion:

G si ye{x}
(x:G)y = { _
{0} si y¢{x}

3.2. Hacificacion

Proposicién 3.4. [8]

Sea F un prehaz de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X. Entonces existe un par (F, )
donde F' esunhazy ¢: F — F' es un homomorfismo de prehaces que cumple la siguiente propie-
dad universal:

Si G es un haz de grupos abelianos y ¢: F — G un morfismo de prehaces, entonces existe un tinico
morfismo de haces ¢ : F™ — @ tal que el siguiente diagrama conmute

Fry Fr

%
k/ 3!(P+
g

Es decir p = ¢ o
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Demostracién. Para U C X abierto definimos ' (U) de la siguiente manera:

FHu) = {s: u— || ]—"x}

xeld

De manera que las funciones s cumplan las siguientes propiedades:
1. Para todo x € U se tiene que s(x) € Fy

2. Paratodo x € Uexiste V€ V(x)conV C Uyt € F (V) de manera que para todo y € V se tiene
ques(y) = (V1)

Definimos los morfismos de restriccién como: para V C U las funciones (F 1)y, son:

(FH)y: FHUu) — FH (V)

S (]—"*)g(s) =5y

Veamos que en efecto ' es un haz.
(i) Sea U C X un abierto y {U;};c; un cubrimiento cualesquiera de U. Sean s,s" € F* (U) con

(J”)ﬁi (s) = (]-"*)gi (s’), veamos que s = 5.

Sea x € U, dado que {U;},.; es un cubrimiento abierto, entonces existe k € I de manera que
x € Uy por tal razén es sencillo notar que s(x) = s |y, (x). Usando la hipétesis obtenemos que:

s(x) =s |y, (x) =5 |y, (x) =s"(x)
Entonces s = s’

(ii) Sea {s; :s; € F* (U;)} de manera que para para todo i, j se tiene que:

u; u;
(]:+)uimuj (si) = (-7:+)uimuj (s/)
Veamos que existe s € F* (U) tal que (]—"*)g{ (s) =s;

Sea x € U, como {U;};.; es un cubrimiento abierto de U, existe k € I de manera que x € Uj.
Definimos ahora la funcién s de la siguiente manera:

s: U — |_| Fy
xel
x = s(x) = sp(x)

Veamos que s es una aplicacién bien definida:

Sea x € U, supongamos que existe un tinico k € I de manera que x € Uy, si x = y y dado que s
es una funcién obtenemos que si(x) = sx(y), y por defincién concluimos que s(x) = s(y).

Supongamos ahora que existen iy, ...,i; € I de manera que x € U;, N --- N U; . Por hipotesis
tenemos que:

05 lli,
('F+)Uioﬂ~~ﬂu,-r (siO) == (f+)ui0ﬁ...ﬂuir (Sir)
Si x = y, gracias a la hip6tesis s; (x) = - -- = s; (x) lo que por defincién resulta que s(x) = s(y).

En conclusién s es una funcién.

Ahora veamos que s € F1 (U)
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(1.) Sea x € U, como {U;},; es un cubrimiento abierto existe k € I de manera que x € Uy. Dado que
sk € FT (Uy), entonces si(x) € Fy lo que por definicién tenemos que s(x) € Fy.

(2.) Finalmente veamos que para todo x € U existe V € V(x) con V C Uyt € F (V) de manera que
para todo y € V se tiene que s(y) = (V,t). Tomemos x € U por el inciso (1.) sabemos que: (a)
existe k € I de manera que x € Uy, y (b) que si s, € F*t (Uy) existe W) € V(x) con W) C Uy y

th e F (W(k)) de manera que para todo y € WK tenemos ques(y) = <W(k), t(k)>. Basta tomar
v =wk para que wk) ClUCUyt= () De esta manera concluye la demostracién.

Finalmente observemos que se cumple la propiedad universal

Veamos que para cada U C X abierto existe ¢;; de manera que el siguiente diagrama conmuta:

Fu) 2 F
Pu 7 +/

T e
G (u)
Definamos g
Yu: F(U) — F(U)
t= g (1) () = (U 1)

Sea U C X un abierto. Sea s € F* (U) y x € U. Por definicién existe V(*) € V(x) con V¥) C Uy
t0) e F (V(")> tal que s(y) = <V("),t(")>.

Dado que {V(")} L &S un cubrimiento abierto de U, y que t¥) € F (V(x)>, por el morfismo ¢ con-
x€

cluimos que

oy (£) € G (V1Y)
Hagamos ahora un extensién sobre G

Dado que {V(") } es un cubrimiento abierto de U, veamos que para todo x,y € U tenemos que:

xel
g“//((,f))m,(y) <(PV"‘> (t(x))) = gx‘//g))mv(w (é”vm (t(y))>

Sea z € V¥) N V¥ por hipétesis sabemos que s(z) = <V(x), t(x)> ys(z) = <V(y), t) >, es decir que en
el tallo F, tenemos la siguiente igualdad:

V() _ V)
<Vx NV Fywave (t(x))> = <Vx VY Fooave (t(y))>
Eso significa que existe W(?) con W) C V(¥) 0 V(¥) de manera que:
v Ay W) v () @Ay ®) V)
I (7 ) (t(x)>) =T (f VAV (t(y )))
Aplicando @) 0 F (W(Z)) -G (W(Z)) obtenemos que:

wee (F ™ (Fv (1)) = owe (F0™ (R ()

Dado que el siguiente diagrama conmuta:
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f(wwmvwf@%w@(mmmvm)

v(®) Av) v Ay )
F @ l lgw&)
F(WO) —— 6 (W9)
w(@)
Es decir: R R
vrnyl vxnyly
gw(z © gDV(*)ﬂV(V) - ¢W(Z> © fw(z)
Entonces:
v@ Ay v () x AV EAY®) v x
owe (Fo ™" (Franvn (1)) = g™ (ovmove (Frwnvw (7))
v Ay v V) Ay W) v
Py (f W) (f Vv AY) (t(y )>)) = G (é”vumv(y) (fw)m/(y) (f(y ))>)
Como

vy v x _ V@AV v
Gt (q"V“‘)ﬂV(W (JT VeV (t( ))>) =G (q’v(xmv(y) (fvmmv(y) (t(y))))

Por la condicon (i) de la defincién de haz aplicado a G tenemos que:

v ) x _ V)
PyAv® (]:mev(y) (t( )>) = Pynre (]:V(x)m/(y) (t(y)))

Dados que los siguientes diagramas

f(V“D 44fﬂﬂ44>g<vﬁ0

v(*) v()
]:v(x)m/(y)l lgv(x)mv(y)

f(WﬂmV@>44%g(WﬂmVM>

Py ay )

f(vwngg;&@44>g(vw>

v(x) v(x)
7, V<x>nv<y>l 90 )

F (V(") n V(w) G (v(x) A V(y))

E—
qDV(X)mV(V)

conmutan, es decir:

Obtenemos que
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Dado que G es un haz por la condicén (ii) de la definicion de este, tenemos que existe un tnico elemento
¢ € G (U) de manera que para todo x € U implica que ggm () = Q= (t(x)). Definimos el morfismo

@{; de la siguiente manera:

ol FH(U) = G (U)

s @ (s) =g

Veamos que el primer diagram conmuta. Notemos primero que GY (g) = ¢u (t), y como GH = g,
entonces ¢ = ¢y (). Veamos ahora que:

P oYu = gu
Tomemos V(¥) = U, entonces o (Yu () = § = @u (1), de alli que el diagrama conmute, y como se
tiene para cada U C X abierto, entonces se cumple la propiedad universal.

O

Definicién 3.1. Alhaz F1 se le conoce como la hacificacién de F

Ejemplo 3.3 (Hacificacion del prehaz constante). [7] Sea X un espacio topolégico y A un grupo abe-
liano, en el ejemplo 2,2 se defini6 el prehaz constante como:

A si U#Q
CA(U):{
(04} si U=0

En el ejemplo 2,11 demostramos que C4 no es necesariamente un haz. Para determinar el haz asociado
al prehaz constante calculemos (C4) ™.

Recordemos que:

(Ca)" (U) = {S: u— | (CA)x}

xeld

Tal que las funciones s cumplen las propiedades (1.) y (2.) de la demostracién de la proposicion 3,4.
Para encontrar (C4) ™", primero calculemos los tallos (Cy4),. Por definicon tenemos que para x € X :

(Ca)y= lim Ca(U)= lim A=A
ueV(x) uev(x)

Dado que cada tallo es igual al grupo A, entonces:

|_|(CA)x: LIA:A

xel xel

Y las condiciones (1.) y (2.) quedan transformadas de la siguiente manera:

1. paracada x € U tenemos que s(x) € A

2. paracadax € Uexisten V € V(x)conV C Uya € A de manera ques(y) =aparatodoy € Y
Es decir

(Ca)T = {s: U — A: s eslocalmente constante}

Diremos entonces que la hacificacién de C 4 es el haz de funciones localmente constantes.
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3.3. Otras formas de construir haces

En las matematicas es casi normal encontrar nuevas estructuras usando una estructura ya derminanda
previamente, por ejemplo desde el concepto de grupo podemos construir el grupo cociente, el grupo de
automorfismos, el producto tensorial de dos grupos, el producto semidirecto de dos grupos, etc. En esta
seccién veremos como aparecen algunos haces asociados ( como en el concepto de grupo) usando haces
ya prefijados. Estudiaremos el haz imagen directa, y solo haremos mencién de otras construcciones
interesantes de haces.

3.3.1. Haz imagen directa

Definicién 3.2 (Haz imagen directa). [7] Sean X y Y dos espacios topoldgicos y F un haz sobre X. Dada
f+ X — Y una funcién continua podemos definir una estructura de haz f.F sobre Y de la siguiente
manera: para V C Y abierto

fFW) = F (V)

Y para W C V las funciones de restriccién f. Fyy : £ F (V) — f. F (W) se definen como f, Fyy, = ]_—]1:1] ((v‘\//))

Proposicién 3.5. f.F define una estructura de haz sobre Y.

Demostracion. Veamos que f.F es un prehaz sobre Y:

)

» Para V C X abierto se tiene f,. F, = Id ¢, 7(v)- Por definicion fFY = .7:}:1 V) Dado que F
es un prehaz se tiene que ]-'j:l] ((“//)) = ldz(s-1(y)) y aplicando una vez mds la defincion de f..F

obtenemos que Id z(s-1(y)) = Idy, 7 (). Haciendo las debidas suusticiones tenemos que:
foFy = ldg, 7 (v)

» Sean W C V C U conjuntos abiertos de Y veamos que f. F{t = f.F)y o £ FY. Dado que F

o ; ; f ) _ NV fHu) :
es un prehaz tenemos la siguiente identidad F,_, w) = F 1w © F V) Haciendo uso de la

f
definicién de f;F tenemos que:

fFH = PG o £

Veamos que f.F es un haz. Sea V C Y un abierto Y'y {V;};c; un cubrimiento abierto de V, a ver que:
» Siz,z' € f,F(V) son tales que f*]-"“//i(z) = f*]-'“//l_(z’), entonces z = z’. Por la defincién de f,. F
-1 -1
tenemos que z,z’ € F(f1(V))y ]:j:—l((x‘//; (z) = ]-'}(_1((“//_3 (z'). Dado que F es un haz sobre X y

f~1(V) es un abierto de X y {f~! (V;)};cs es un cubrimiento de este, entonces z = z'.

» Sea {z; : z; € f+F(V)} una coleccion de secciones tales que para todo 7,j € I

. V.
f*]:w‘//-lmvj (zi) = f*]:vijmvj (2))

1

Veamos que existe z € f,F (V) de manera que f .7-"“2 (z) = z;. Usando la defincién de f. F tenemos
que las hipétesis quedan transformadas en:

e Una coleccién de secciones {z; : z; € F(f~1(V))}

. - - 1 V) N o
Para todo 7,j € I se tiene que ]:ffl(vi)mffl(vj)(zl) =F,_
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Dado que F es un haz de X y {f ' (V;)}ic; es un cubrimiento abierto de f~!(V), entonces exis-
tez € F(f~1(V)) de manera que fj:ll((“//;
tenemos que existe z € f,F (V) de manera que f*]-"“,’]_ (z) = z;.

(z) = z;. Usando nuevamente la definicién de f.F

O

3.3.2. Otras construcciones de haces

A continuacién presentaremos algunas construcciones de haces generadas por medio de operaciones
en haces ya prefijados. Todas ellas pueden ser encontradas en [7].

Sea X un espacio topolégico, entonces:

(1) Sean F y G dos haces de grupos abelianos (médulos, dlgebras,etc.) sobre X. Llamamos F & G al
haz suma directa sobre X, de manera que:

e Para U C X subconjunto abierto de X, definimos (F & G) (U) = F(U) & G(U).

e Para V C U los homomorfismos de restricciéon estan definidos como:

(Feo)l: (Fag) (U) = (Fag) (v
T(s+t)

Donde (F @ G)Y (s + t) = FU(s) + GU(t).

(2) Sean F y G dos haces de grupos abelianos (médulos, dlgebras,etc.) sobre X. Llamamos Hom (F, G)
al haz de homomorfismos sobre X, de manera que:

e Para U C X subconjunto abierto de X definimos Hom(F,G)(U) := Hom(F|y, G|u)-

e Para U C V los homomorfismos de restricciéon estan definidos como:

Hom(]—",g)%,l: Hom(F|y, Glu) — Hom(F|y,G|v)
f = Hom(F,G)y(f) = flv

Donde f|y (W) = f(W): F(W) = G(W).

(3) Sean F y G dos haces de grupos abelianos (médulos, dlgebras, etc.) sobre X. Llamamos F ® G el
haz producto tensorial sobre X, de manera que:

e Para U C X subconjunto abierto definimos (F ® G) (U) = F(U) ® G(U).

e Para V C U los homomorfismos de restricciéon estan definidos como:

(Fog)y: (FRG)(U) = (FG) (V)
s@t (FOG)Y (s@t)

Donde (F ® G)f (s @ t) = FU(s) @ GY ().

(4) Sean Xy Y dos espacios topolégicos, f: X — Y una funcién continua y G un haz sobre Y. Llama-
mos f,,.G al prehaz imagen inversa que consiste en:

e Para U C X subconjunto abierto de X, definimos f,,,G(U) como:

f;reg(u) = ligl G(V)

VCY abierto
talque f(U)CV
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= Para W C U los homorfismos de restriccién estan definidos por la propiedad universal del limite
directo, esto es:

u
f;regw: f;reg(u) - f;reg(w)
. o[ * u u _ W u W . . . s .
Esto significa que f,..Gpy 0 Gy = Gy donde Gy y Gy son las respectivas inyecciones al limite
directo.
Aun asi este prehaz no es un haz para X, para solucionar el problema s6lo basta tomar la hacifi-

+
cacién de f,,,G. Definimos el haz imagen inversa como f*G = ( f;,‘reg> .



cAPITULO 4

Espacio étalé

Antes de la definicion moderna de haz, fue el matemaético frances Henri Cartan quien dio por primera
vez una definicién concreta del concpeto de haz bajo lo que hoy se conoce como espacio étalé. Cartan
uso ya la idea de faisceaux introducida por el otro matematico francés Jean Leray para generar un con-
cepto méds general para su propio trabajo matematico involucrado en la topologia algebraica y variable
compleja. En este capitulo presentaremos la primera definicién de haz y algunas de sus consecuencias.

4.1. Espacio étalé

Definicién 4.1. [4], [8], [1] y [2]

Sea X un espacio topolégico fijo. Un espacio étalé de grupos abelianos (conjuntos, médulos anillos,
espacio vectorial, 4lgebras,etc.) sobre X es una tripla (X, Y, ), donde Y es un espacio topologico y
7t Y — X una aplicacién continua y sobreyectiva, de manera que se cumple las siguientes condiciones:

1. 7 es un homeomorfismo local, es decir: para caday € Yexiste V € V(y) y U € V(n(y)) tal que
n(V)=Uy r|y: V— U es un homemorfismo.

2. Para cada x € X se tiene que 77! (x) es un grupo abeliano.

3. la operacion:

YxxY =Y
(1, y2) = y1—y2

es continua. Donde Y X x Y es el producto fibrado de Y, esto es:

Y xxY={(y1,y2) €Y xY:7(y1) = 7(y2)}

Observacién 4.1. Cuando no se pida que el espacio étalé tenga una estructura definida como grupo,
anillo, médulo, espacio vectorial, etc. se dice que el espacio étalé es de conjuntos, y sélo basta con que
cumpla la primera condicién.

Proposicién 4.1. [8]

Sea £ = (X, Y, ) un espacio étalé, entonces podemos asosciarle a £ un haz F¢ sobre X de la siguiente
manera: para cada abierto U C X definimos

Fe(U)={s:U—Y:sescontinuay mos = Idy}

34
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Demostracion. Para hacer la demostracion se hace uso de las mismas ideas del ejemplo 2,7 O

Ejemplo 4.1 (Espacio étalé constante). Sea X un espacio topolégico cualquiera y G un grupo abeliano.
Dotemos a G de la topologia discreta; definamos Y = X x Gy : X x G — X como la funcién proyec-
cién, entonces ¢ = (X, X x G, 1) es un espacio étalé.

Demostracién. Para comenzar la demostracion hay que aclarar dos cosas, (1) la topologia asociada a X x
G es la topologia producto, y (2) que la funcién proyeccion 7r: X x G — X es continua y sobreyectiva.
Veamos ahora que &g es un espacio étalé.

» 77 es un homemorfismo local: Sea (x, g) € X x Gy U, cualquier vecindad abierta de x en el espacio
topolégico X. Démonos cuenta que dado Uy existe una vencindad para (x, g) € X x G de la forma
(Uy, {g}), esto gracias a que {g} es un conjunto abierto de G. Como 7 es la funcién proyeccién
7t (Ux, {g}) = Ux. Veamos ahora que 7y, , 1411 Ux X {g} — Uy es un homeomorfismo.

® 7Ty, x{g} €S una funci6n biyectiva: sean (w, g), (w’,g) € Ux x G de manera que 71y, 1o} (0, &) =
T, x {g} (w',g), como 7y o (g} esla funci6n proyeccion tenemos que w = w’, es decir 7ty (g}
es inyectiva. Ahora, seaw € Uy, vedse que w = 71; {4} (w, 0c); de alli que 7t sea sobreyecti-
va. Como 71y, (4} €s una funci6n inyectiva y sobreyectiva, 7y, (¢} s una funcion biyectiva.

. . -1 . .
® Tx{g) € un homeomorfismo: veamos que 71y (4} ¥ Tk {g} SO0 funciones conti

nuas. Sea W C Uy un abierto de Uy, véase que n&lx{g} (W) = W x {g}, entonces
7 es continua, esto gracias a que W x {g} es un abierto de U, x {g}. Ahora, como

{(V,{g}) : V C U, abiertoy g € G} es una base para la topologia producto, entonces, por

definicién (n&xlx {g}) ' (V x{g}) = V (laimagen inversa de nujx (s} ), es decir n&jx (g} &
continua. En conslusién 7|y, . ¢} €s un homemorfismo.

» 7! ({x}) es un grupo abeliano: véase que 7! ({x}) = {x} x G. Al conjunto {x} x G podemos
dotarlo de un estructura de grupo de la siguiente manera: si (x,¢), (x.g’) € 7! ({x}), entonces
(x,8)+(x,8') = (x,g+¢’). Paratodo (x,g) € 7! ({x}) elmédulo de 7! ({x}) esta dado como
(x,0). El elemento inverso para un elemento (x, g) es de la forma (x, —g). De alli que 77! ({x})
tenga estructura de grupo abeliano.

= La operacién dada por

Y xxY =Y
((x1,81), (x2,82)) = (x1,81 — &2)

esta bien definida: como ((x1,81), (x2,82)) € Y Xx Y, eso implica que x; = xp y (x1,81 —g2) € Y.
La operacion es continua, pues (x1,81 —§2) = (p(x1),t(g1,82)) donde t: G x G — G es la
funcioén t(g1,$2) = g1 — §2. Dado que la topologia producto de G x G coincide con la topologia
discreta para G x G, la funcién t es una funcién continua. De alli que la operacién sea continua.

Entonces (X, X X Y, 1) es un espacio étalé.

Definicién 4.2 (Fibra de un espacio étale). [1]

Sea & = (X, Y, ) un espacio étalé, y x € X. La fibra asociada a x (también llamada tallo o stalk asociado
a x) es el conjunto:

nl(x) = {y € Y:nly) = x)

Definicién 4.3 (Seccién de un espacio étalé). [1] Sea U C X un subcojunto abierto de X, una seccién
o de un espacio étale £ = (X, Y, ) es una funcién continua : U — Y que satisface 7t o 0 = Idy. Al
conjunto de secciones de U se le nota como I'(U, Y)
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Definicion 4.4 (Seccién global de un espacio étale). [1]

Diremos que una seccién o es global si ¢ es una aplicacién continua del espacio topolégico X al espacio
topolégico Y. Notaremos I'(X, Y) al conjunto de secciones globales del espacio étalé £ = (X, Y, 7).

Proposicién 4.2. Sea un espacio étalé £ = (X,Y, ) y U C X un subconjunto abierto de X. Dadas dos
secciones 01,0p € I'(U,Y) , y x € U, entonces se cumple lo siguiente:

01(x) = 02(x) sy solosi 01y = 02|y, donde Uy € V(x) con Uy C U
Demostracion. Puede verse la demostracion en [1] O

Ejemplo 4.2 (Espacio étalé asociado al espacio recubridor de la circunferencia). [1]

Sea (R, p) el espacio recubridor de S', con p: R — S! y p(x) = (cos(27rx),sin(27tx)). Casi siempre al
espacio (IR, p) se le representa como una helice como se ve en la figura 4.1.

Figura 4.1: Representacién de (R, p)

Veamos que en efecto (R,S!, p) es un espacio étalé.
= Démonos cuenta p es una funcién continua y sobreyectiva.

» Veamos que para todo x € Rexisten Uy € V (x) y V() € V (p(x)) de manera que p (Ux) = V()
y plu,: Uy — V) (x) €s un homeomorfismo.

Demostracion. Sea x € R, como p(x) € S' y (IR, p) es un espacio recubridor existe V) (x) de manera
que:

P (V) = L U

aEN

Donde {Uy},c son abiertos de Ry ply,: Uy — Vy(x) €s un homemorfismo para todo & € A.

Como x € p’l (Vp(x)) existe un tnico # € A de manera que x € U,. Llamemos a Uy = Uy,
entonces existe Uyx € V (x) y V,(x) € V (p(x)) de manera que ply, ,: Uxx — V() es un home-

morfismo y p (Un,x) = V(- O

De lo anterior resulta que (S!,R, p) es un espacio étalé.
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En los siguientes tres ejemplos veremos como son las fibras de dos puntos distinguidos del espacio
étale, y como mediante una seccién podemos “amarrar” dichas fibras.

Veamos dos ejemplos en donde podamos representar graficamente las fibras de dos puntos del espacio
étalé (S1, R, p).

Ejemplo 4.3 (Fibras y secciones del espacio étalé (S!,IR,p) ). Veamos algunas representaciones de
fibras y secciones del espacio étalé (S, R, p)

Sea (1,0) € S?, calculemos p~! ({(1,0)}).

p 1 ({(1,0)}) = {x € R: (cos(2mx),sin(27tx)) = (1,0)} = {x e R: x € Z}

Una representacion grafica de la fibra puede ser la siguiente:

p ({(1,0)})

(oo

(1,0)

Figura 4.2: La fibra p~! ({(1,0)})

La fibra asociada al punto (—1,0) es la siguiente:

p1{(-1,0}) = {x €R:p(x) = (-1,0)} = {x ER:x= ?,k € Z}

Una representacion grafica de la fibra puede ser la siguiente:

1

e

p{(-L0}

(71:0)

Figura 4.3: La fibra p~! ({(—1,0)})



38 CAPITULO 4. ESPACIO ETALE

Ya que tenemos dos fibras de nuestro espacio étalé podemos intentar conseguir una seccién o, de ma-
nera que “amarre” dichas fibras. Consideremos el abierto U de S' como se ve en la figura de manera
que (—1,0),(1,0) € U.

(=1,0) (1,0)

Figura 4.4: Abierto U de S!

Para el subconjunto abierto U consideremos la siguiente secciéon o¢: U — IR, definida como
o (cos(t),sin(t)) = ﬁ, es sencillo observar que ¢ es una aplicacién bien definida y continua sobre el
abierto U. También es sencillo observar que p o o = Id|(;. De lo anterior tenemos que ¢ es una seccion.
Una representacién grafica de la seccién o es la siguiente.

/—ﬁ\
/-—-—-
AR,

R P e R
4 (-1.0)

o (1,0
R
7] st

Figura 4.5: Representacién de la seccién o

La seccién o esta representada por la curva purpura de la imagen. Vemos como la seccién “ata” las

fibras p~* ({(1,0)}) y p~ ({(=1,0)}).
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4.2. Conclusiones

En general la teoria de haces no se estudia como una teoria propia, sino mas bien como una herramienta
de los matemadticos para intentar globalizar objetos de tipo local. Aunque se mostraron partes muy
importantes en torno a la definicién haz, faltaron conceptos de suma importancia que surgen de la
defincién de haz. Tomemos como ejemplo la cohomologia de haces, en donde con ayuda del concepto
de haz y los médulos de cohomologia asociados a este, ayudaron a generalizar problemas de la variable
compleja. Ademads de la ayuda de los haces en resolver problemas determinados, esta teoria no tendria
tanta importancia si no fuera por la figura de Alexander Grothendieck quien uso dicho objeto para dar
un giro revolucionario a toda la matematica de su época.

Falto en el cuerpo del texto no solo explicar la forma de pensar los haces a 14 Grothendieck, sino las
muchas estructuras importantes de nuestra época en torno al concepto de haz, por ejemplo los haces
fibrados, los haces principales, los haces coherentes, los esquemas, los topos, los stacks, los D-médulos,
los haces automorfos, haces perversos, etc. Objetos que dan hoy gran parte de la investigacién en ma-
tematicas y que muy seguramente con el tiempo iran apareciendo en la investigacién matematica de
Colombia.
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