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Justificación

Actualmente se cuenta con algunas definiciones formales de derivada de orden real,

propuestas y mejoradas por algunos matemáticos como Oliver Heaviside (1850- 1925), Mar-

cel Riesz (1886- 1969) y Michele Caputo (1962-). Pierantozzi (2006) menciona que estas

definiciones formales llevaron a que matemáticos del siglo XX lograran aplicaciones en va-

rias disciplinas y temas relacionados con viscoelasticidad, difusión de ondas y crecimiento

tumoral, entre otras.

Ahora bien, lo que se espera en el trabajo de grado es realizar una generalización del orden

de la derivada y hacer una extensión del orden natural al orden real, por medio del estudio

y análisis de las definiciones de la derivada de orden natural y entera. Además, se pretende

realizar una indagación del operador difero-integral y las propiedades que surgen en la deri-

vada de orden real. Por otra parte, se aspira exponer algunas aplicaciones de estas derivadas

en otras ciencias o en las matemáticas.

El proceso de calcular derivadas de orden real con funciones especiales o derivadas de orden

demasiado grande hace complejo la evaluación de dicha derivada, ya que muy pocas de las

funciones a las que se aplica este operador difero-integral tienen soluciones en funciones ele-

mentales, por lo que se privilegia el trabajo bajo aproximaciones; por ello se espera presentar

un aplicativo en el que se puedan calcular estas derivadas, bien sea de manera numérica o

analítica, con una representación gráfica del problema.
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Introducción

Dios hace aritmética.

Karl Friedrich Gauss

El presente trabajo tiene por objetivo extender la derivada de orden natural a un orden

real y estudiar algunas de sus propiedades básicas. Para esta construcción el documento con-

tiene cuatro capítulos titulados: Funciones especiales, Derivada de orden natural, Derivada

de orden entero y Derivada de orden real. Estos incluyen definiciones, teoremas y corolarios

los cuales están enumerados según el capitulo, luego se exponen algunas conclusiones sobre

el trabajo, seguido de ello se presentan las demostraciones de los teoremas mas relevantes de

cada capitulo como anexos. Para que sea de ayuda al lector de este documento se presentan

hipervínculos (Capitulo A) de color azul para movilizarse con facilidad en el documento con

un solo clic, estos están destinados para capítulos, secciones, apéndices, ecuaciones, teore-

mas, definiciones y demostraciones.

Capitulo 1 contiene los requisitos básicos para trabajar la derivada de orden real, por ello

se presenta la transformada de Laplace la cual da paso a la definición integral de la función

gamma, siendo esta la extensión de la función factorial en el conjunto de los números natu-

rales al conjunto de los números reales, en este capitulo también se presentan algunas de las

propiedades que son de utilidad al momento de calcular algunas derivadas. Dentro de algunas

propiedades importantes se exhibe la relación de la función gamma y la función beta.

Capitulo 2 se presenta algunas definiciones de derivada por medio del limite y a partir de una

de estas definiciones se generaliza el orden de la derivada de una función en el conjunto de
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los naturales. Posteriormente se encuentran algunas reglas de derivación generalizadas como

las reglas de la suma, producto, cociente y para concluir el capitulo se presentan derivadas de

orden natural de algunas funciones trigonométricas y transcendentales.

Capitulo 3 contiene la definición de derivada de orden entero negativo de una función, que

se obtiene de la generalización dada en el capitulo 2. Posteriormente se presenta el sentido

matemático de la derivada de orden entero negativo.

Finalmente el capitulo 4 contiene la derivada de orden real negativa haciendo uso de lo en-

contrado en los capítulos anteriores. A partir de esta extensión se presentan las definiciones

de derivada de orden real positivo propuestas por Caputo, ahora bien esta definición presen-

ta dificultades para calcular algunas derivadas, como alternativa se exhibe la definición de

Caputo-Fabrizio.
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Capítulo 1

Requisitos para trabajar en la derivada

de orden real

Si yo me despertara después de

haber dormido durante mil años,

mi primera pregunta sería: ¿Ha

sido demostrada la hipótesis de

Riemann?

David Hilbert

En este capitulo se presenta funciones mas utilizadas en el calculo de derivadas de

orden real

1.1. Transformada de Laplace

En esta sección se dará a conocer una de las herramientas mas importantes del cálculo,

además de ser una de las funciones mas usadas para la solución de ecuaciones diferenciales.

Definición 1.1 (Transformada de Laplace). Dada f(x) una función definida para x > 0

4



entonces

L[f(x)](s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt = ĺım
b→∞

∫ b

0

e−stf(t)dt

con s > 0

Ejemplo 1.1. Encontrar la transformada de Laplace de la función f(x) = 1

Solución:

Aplicando la definición 1.1 a la función f(x) = 1

L[1](s) =

∫ ∞
0

e−st · 1dt

simplificando

L[1](s) =

∫ ∞
0

e−stdt

calculando la integral

L[1](s) = − ĺım
b→∞

e−st

s

∣∣∣∣b
0

calculando los limites

L[1](s) = − ĺım
b→∞

(
e−sb

s
− 1

s

)

calculando el limite

L[1](s) = −
(
−1

s

)
L[1](s) =

1

s

5



La transforma de Laplace cumple con la propiedad de linealidad y se enuncia en el siguiente

teorema

Teorema 1.1 (Linealidad Laplace). La transformada de laplace es una operación lineal

L[αf(x)± βg(x)](s) = αL[f(x)](s)± βL[g(x)](s)

La demostración del teorema 1.1 se encuentra en el Apéndice A como demostración

A.1

Ejemplo 1.2. Sea h(x) = ax+ b calcular

L[h(x)](s)

con a, b ∈ R

Solución:

Aplicando el teorema 1.1

L[ax+ b](s) = aL[x](s) + bL[1](s)

en el ejemplo 1.1 se calculo el Laplace de la función f(x) = 1

L[ax+ b](s) = a

∫ ∞
0

e−st(t)dt+
b

s

integrando por partes

L[ax+ b](s) = − ĺım
b→∞

ae−st(t)

s

∣∣∣∣b
0

+
a

s

∫ ∞
0

e−stdt+
b

s

6



evaluando el limite y calculando la integral

L[ax+ b](s) = ĺım
b→∞

a

s
· e
−st

s

∣∣∣∣b
0

+
b

s

evaluando limites

L[ax+ b](s) =
a

s2
+
b

s

Teorema 1.2 (Existencia transformada de Laplace). Sea f(x) una función integrable, defini-

da en un intervalo y satisface

|f(x)| ≤Meαx , ∀x ≥ 0

donde M y α son constantes. Entonces la transformada de Laplace de f(x) existe ∀s > α

La demostración del teorema 1.2 se encuentra en el Apéndice A como demostración

A.2 existe un teorema que involucra la derivada y la transformada de Laplace

Teorema 1.3 (Transformada de Laplace y derivada). Si f(x) satisface el teorema 1.2 entonces

L[f ′(x)](s) = sL[f(x)](s)− f(0)

La demostración del teorema 1.3 se encuentra en el Apéndice A como demostración

A.3

Sin embargo el teorema 1.3 se puede generalizar en los naturales de la siguiente manera

Teorema 1.4 (Transformada de laplace y derivada generalizado). Si n ∈ N y f(x) satisface

7



el teorema 1.2 entonces

L[f (n)(x)](s) = snL[f(x)](s)−
n−1∑
k=0

sn−1−kf (k)(0)

La demostración del teorema 1.4 se encuentra en el Apéndice A como demostración

A.4

Ejemplo 1.3. Dada la ecuación diferencial

y′′ − x = 0

encontrar su solución con las condiciones iniciales

y(0) = 0

y′(0) = 0

Solución:

Aplicando transformada de Laplace a la ecuación diferencial se tiene:

L[y′′ − x](s) = L[0](s)

por el teorema 1.1

L[y′′](s)− L[x](s) = L[0](s)

8



la trasformada de Laplace de la función cero es cero

L[y′′](s)− L[x](s) = 0

aplicando el teorema 1.4 y calculando la transformada de Laplace de la función f(x) = x

s2L[y](s)− sy(0)− y′(0)− 1

s2
= 0

aplicando las condiciones iniciales

s2L[y](s)− 1

s2
= 0

despejando

L[y](s) =
1

s4

calculando el Laplace inversa

y = L−1

{
1

s4

}
(x)

reescribiendo

y =
1

6
L−1

{
6

s3+1

}
(x)

logrando evidenciar que la transformada inversa de 3/(s3+1) es x3

y =
1

6
x3

9



siendo esta la solución a la ecuación diferencial

1.2. Función Gamma

La función Gamma es importante en el cálculo de derivadas de orden no real y en otros

ámbitos de las matemáticas. Por ello se introduce algunas nociones básicas y propiedades

para un posterior uso.

Esta función proviene de la trasformada de Laplace con s = 1 de la función f(x) = xα−1

conociendo que α > 0 para que dicha integral converja

Definición 1.2 (Función gamma integral).

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−ttα−1dt , α > 0

con α ∈ R

1.2.1. Propiedades Básicas

Dada la definición 1.2 calculada en α + 1

Γ(α + 1) =

∫ ∞
0

e−ttαdt

integrando por partes

Γ(α + 1) = −tαe−t
∣∣∣∣∞
0

+ α

∫ ∞
0

e−ttα−1dt

10



evaluando limites

Γ(α + 1) = α

∫ ∞
0

e−ttα−1dt

aplicando la definición 1.2

Γ(α + 1) = αΓ(α)

así obteniendo la siguiente propiedad

Propiedad 1.1.

Γ(α + 1) = αΓ(α) , α > 0

Uno de los resultados mas importantes sobre la función gamma es la generalización

del factorial. Dada la función Γ(n+ 1) con n ∈ N y n+ 1 > 0.

Por la propiedad 1.1

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

aplicando la propiedad 1.1

Γ(n+ 1) = n(n− 1)Γ(n− 1)

volviendo aplicar la propiedad 1.1

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

...

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) · · ·Γ(1)

11



usando la definición 1.2

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) · · ·
∫ ∞

0

e−tt1−1dt

simplificando

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) · · ·
∫ ∞

0

e−tdt

calculando la integral

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 ·
[
−e−t

∣∣∣∣∞
0

]

evaluando limites

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1

obteniendo la siguiente propiedad

Propiedad 1.2 (Función gamma y la función factorial). Si n ∈ N

Γ(n+ 1) = n! , n+ 1 > 0

1.2.2. Función Gamma como producto Infinito

Una de las definiciones conocidas de la función Gamma la propuso Euler como pro-

ducto infinito y se deducirá como sigue.

12



Partiendo de la definición 1.2

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−ttα−1dt

reescribiendo la función e−t a su forma de limite

Γ(α) =

∫ ∞
0

ĺım
n→∞

(
1− t

n

)n
tα−1dt

como n→∞ y el limite superior de la integral también se saca el limite y se hace dependiente

de n el limite superior de la integral

Γ(α) = ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tα−1dt

haciendo la sustitución w = t/n con dw = dt/n con limites de integración [0, n]t = [0, 1]w

Γ(α) = ĺım
n→∞

nα
∫ 1

0

(1− w)nwα−1dw

integrando por partes

Γ(α) = ĺım
n→∞

nαn

α

∫ 1

0

(1− w)n−1wαdw

volviendo a integrar por partes

Γ(α) = ĺım
n→∞

nαn(n− 1)

α(α + 1)

∫ 1

0

(1− w)n−2wα+1dw

Γ(α) = ĺım
n→∞

nαn(n− 1) · · · 2 · 1
α(α + 1) · · · (α + n)

13



reescribiendo

Γ(α) = ĺım
n→∞

1

α

(
1

α + 1

)
· · ·
(

1

α + n

)

amplificando

Γ(α) = ĺım
n→∞

1

α

(
1

α + 1

)
· · ·
(

1

α + n

)
2α

1α
· · · nα

(n− 1)α

reescribiendo

Γ(α) =
1

α
ĺım
n→∞

(
1 +

1

1

)α (
1 +

α

1

)−1

· · ·
(

1 +
1

n

)α (
1 +

α

n

)−1

escribiendo en notación de productoria y calculando el limite

Definición 1.3 (Función gamma como producto infinito (Formula de Euler)).

Γ(α) =
1

α

∞∏
k=0

(
1 +

1

k

)α (
1 +

α

k

)−1

1.2.3. Formulas exactas y aproximaciones de la función gamma

Existen formulas y propiedades con valores exactos de la función gamma que facilitan

los cálculos.Una de las conocidas es la de inversos.

Propiedad 1.3 (Gamma inversos). Si n, p ∈ N− {0} entonces

Γ

(
n+

1

p

)
= Γ

(
1

p

) (pn− (p− 1)) ! · · ·!
p−veces

pn

Sin embargo la propiedad 1.3 es poco usada ya que es dependiente de Γ(1/p), pero
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existe una propiedad llamada gamma medios y se enuncia como sigue.

Propiedad 1.4 (Gamma medios).

Si n ∈ N entonces

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4nn!

Si n ∈ N− {0} entonces

Γ

(
n− 1

2

)
=

(−4)n−1n!
√
π

(2n)!

La propiedad 1.4 facilita calcular algunas integrales no elementales definidas

Ejemplo 1.4. Calcular la integral de f(x) = e−x
2 en el intervalo [0,∞)

Solución: haciendo la sustitución t = x2 con dt = 2xdx y los limites [0,∞)x =

[0,∞)t

∫ ∞
0

e−x
2

dx =
1

2

∫ ∞
0

e−tt−1/2dt

reescribiendo

∫ ∞
0

e−x
2

dx =
1

2

∫ ∞
0

e−tt1/2−1dt

aplicando la definición 1.2

∫ ∞
0

e−x
2

dx =
1

2
Γ

(
1

2

)

15



reescribiendo

∫ ∞
0

e−x
2

dx =
1

2
Γ

(
1

2
+ 0

)

aplicando la propiedad 1.4

∫ ∞
0

e−x
2

dx =
1

2
· 1

40 · 1
√
π

simplificando

∫ ∞
0

e−x
2

dx =

√
π

2

También existe la forma trigonométrica para valores exactos de la función gamma

Propiedad 1.5 (Forma trigonométrica). Si α ∈ R entonces

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sen(απ)

1.3. Función Beta

La función mas cercana a la función gamma es la función beta y también esta definida

por una integral como sigue

Definición 1.4 (Función beta). Si α, µ ∈ R+

B(α, µ) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)µ−1dt

Esta definición se puede trasformar realizando algunas sustituciones dependiendo que
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tipo de integral se desee.Sin embargo existe la relación mas conocida con la función gam-

ma.Para ello se deducirá partiendo del producto de la función gamma de α y µ

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

e−ttα−1dt

∫ ∞
0

e−ttµ−1dt

cambio de variable en la segunda integral u = t con du = dt

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

e−ttα−1dt

∫ ∞
0

e−uuµ−1du

Ingresando la integral dentro

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

e−ttα−1

∫ ∞
0

e−uuµ−1dudt

haciendo la sustitución u = ty con du = tdy y limites [0,∞)t = [0,∞)y

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

e−ttα−1

∫ ∞
0

e−ty(ty)µ−1tdydt

reescribiendo

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

tα+µ−1

∫ ∞
0

e−t(y+1)yµ−1dydt

reescribiendo

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

yµ−1

∫ ∞
0

e−t(y+1)tα+µ−1dtdy

17



haciendo la sustitución t = w/(y + 1) diferenciando dt = dw/(y + 1) cambiando los limites

de integración [0,∞)t = [0,∞)w

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

yµ−1

(y + 1)α+µ

∫ ∞
0

e−wwα+µ−1dwdy

haciendo la sustitución w = t diferenciando dw = dt cambiando los limites de integración

[0,∞)w = [0,∞)t y haciendo la sustitución p = y/(1− y) diferenciando dp = dy/(1− y)2

cambiando los limites de integración [0,∞)y = [0, 1]p

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

pµ−1(1− p)α−1

∫ ∞
0

e−wwα+µ−1dwdp

sacando la integral y aplicando la definición 1.2

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

pµ−1(1− p)α−1dpΓ(α + µ)

haciendo la sustitución p = 1− t diferenciando dp = −dt cambiando los limites de integra-

ción [0, 1]p = [0, 1]t

Γ(α)Γ(µ) =

∫ ∞
0

tα−1(1− t)µ−1dtΓ(α + µ)

aplicando la definición 1.4

Γ(α)Γ(µ) = B(α, µ)Γ(α + µ)

despejando a la función beta

B(α, µ) =
Γ(α)Γ(µ)

Γ(α + µ)

llegando a la siguiente propiedad
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Propiedad 1.6 (Función beta y función gamma). Si α, µ ∈ R+

B(α, µ) =
Γ(α)Γ(µ)

Γ(α + µ)

La deducción de la propiedad 1.6 se obtiene la siguiente propiedad

Propiedad 1.7 (La función beta es reflexiva). Si α, µ ∈ R+

B(α, µ) = B(µ, α)
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2

Generalizando el orden de la derivada a

los naturales

Los matemáticos nacen, no se

hacen.

Henri Poincaré

En este capitulo se presentará la construcción de la derivada de orden natural, algunas

de sus propiedades, aplicaciones en las matemáticas y en otras ciencias.

2.1. Definición de derivada

Una de las operaciones más importantes del cálculo es la derivada de una función

f(x), que también es una función f ′(x) y esta a su vez proporciona la pendiente de la recta

tangente a la gráfica de la función f(x) en un punto (x, f(x)).
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Figura 2.1: Imagen de la definición de derivada en x por derecha

Definición 2.1 (Derivada unilateral por derecha). La derivada usual de la función o deri-

vada unilateral por derecha f(x) con respecto a la variable x, es la función f ′(x) cuyo valor

en x es
d

dx
f(x) = f ′(x) = ĺım

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
, ∆x > 0

vale resaltar que esta definición se cumple siempre y cuando el limite exista.

Ahora se presenta un ejemplo aplicando la definición 2.1.

Ejemplo 2.1. Derivar

f(x) = x2

Solución

Aquí se tiene f(x) = x2 y aplicando la definición 2.1

f ′(x) = ĺım
∆x→0

(x+ ∆x)2 − x2

∆x
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desarrollando el cuadrado

f ′(x) = ĺım
∆x→0

x2 + 2x∆x+ (∆x)2 − x2

∆x

simplificando x2

f ′(x) = ĺım
∆x→0

2x∆x+ (∆x)2

∆x

factorizando y simplificando ∆x

f ′(x) = ĺım
∆x→0

(2x+ ∆x)

ahora evaluando el limite

f ′(x) = 2x

Siendo 2x la derivada unilateral por izquierda de x2.

Como se observa en la imagen 2.1 que a medida que ∆x → 0 este se acerca a x por la

derecha, ahora que sucede si se toma un ∆x pero a la izquierda de x.
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Figura 2.2: Imagen de la definición de derivada en x por izquierda

Definición 2.2 (Derivada unilateral por izquierda). La derivada unilateral por izquierda

de la función f(x) con respecto a la variable x, es la función f ′(x) cuyo valor en x es

d

dx
f(x) = f ′(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− f(x−∆x)

∆x
, ∆x > 0

vale resaltar que esta definición se cumple siempre y cuando el limite exista.

Ahora se presentará el ejemplo 2.1 aplicando la definición 2.2

Ejemplo 2.2. Derivar

f(x) = x2

Solución

Aquí se tiene f(x) = x2 y aplicando la definición 2.2

f ′(x) = ĺım
∆x→0

x2 − (x−∆x)2

∆x
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desarrollando el cuadrado

f ′(x) = ĺım
∆x→0

x2 − x2 + 2x∆x− (∆x)2

∆x

simplificando x2

f ′(x) = ĺım
∆x→0

2x∆x− (∆x)2

∆x

factorizando y simplificando ∆x

f ′(x) = ĺım
∆x→0

(2x−∆x)

ahora evaluando el limite

f ′(x) = 2x

Siendo 2x la derivada unilateral por izquierda de x2 e igual al resultado del ejemplo 2.1.

La definición de derivada unilateral por izquierda y unilateral por derecha se acostumbra a

notar f ′−(x) y f ′+(x) respectivamente. Sin embargo hay una definición que no toma una sola

lateral sino las dos y esta fue estudiada por el matemático Bernhard Riemann(1826-1866).
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Figura 2.3: Imagen de la definición de derivada bilateral de Riemman en x

Definición 2.3 (Derivada bilateral de Riemman). La derivada bilateral de la función f(x)

con respecto a la variable x, es la función f ′(x) cuyo valor en x es

d

dx
f(x) = f ′(x) = ĺım

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x−∆x)

2∆x
, ∆x > 0

vale resaltar que esta definición se cumple siempre y cuando el limite exista.

Ahora se presentará el ejemplo 2.1 y 2.2 aplicando la definición 2.3.

Ejemplo 2.3. Derivar

f(x) = x2

Solución

Aquí se tiene f(x) = x2 y aplicando la definición 2.3

f ′(x) = ĺım
∆x→0

(x+ ∆x)2 − (x−∆x)2

2∆x
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Desarrollando los binomios cuadrados

f ′(x) = ĺım
∆x→0

x2 + 2x∆x+ (∆x)2 − x2 + 2x∆x− (∆x)2

2∆x

simplificando términos semejantes y simplificando en el denominador

f ′(x) = ĺım
∆x→0

4x∆x

2∆x

simplificando ∆x, constantes y evaluando el limite

f ′(x) = 2x

Siendo 2x la derivada bilateral de Riemman de x2 e igual al resultado del ejemplo 2.1 y 2.2.
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2.2. Generalización del orden de la derivada

En esta sección se abordará la generalización del orden de la derivada en los naturales.

La definición de derivada 2.2 se conoce como derivada de orden uno o primera derivada de

la función f(x) , ahora se calculará la segunda derivada f (2)(x) o f ′′(x) de la función f(x),

haciendo uso de la definición 2.2.

g(x) =
d

dx
f(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− f(x−∆x)

∆x
(2.1)

si se calcula la derivada g′(x) de la función g(x) se obtiene

f (2)(x) =
d2

dx2
f(x) =

d

dx
g(x) (2.2)

ahora calculando la derivada de g(x) aplicando la definición de derivada 2.2

d

dx
g(x) = ĺım

∆x→0

g(x)− g(x−∆x)

∆x
(2.3)

sustituyendo (2.1) en (2.3) se obtiene

d

dx
g(x) = ĺım

∆x→0

ĺım
∆x→0

f(x)−f(x−∆x)
∆x

− ĺım
∆x→0

f(x−∆x)−f(x−2∆x)
∆x

∆x

usando propiedades de los limites y sumando

d

dx
g(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 2f(x−∆x) + f(x− 2∆x)

(∆x)2
(2.4)

27



sustituyendo (2.4) en (2.2) se tiene que

f (2)(x) =
d2

dx2
f(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 2f(x−∆x) + f(x− 2∆x)

(∆x)2
(2.5)

ahora se toma como ejemplo la anterior deducción para encontrar la tercera derivada f (3)(x),

tomando (2.5) como una función h(x)

h(x) = ĺım
∆x→0

f(x)− 2f(x−∆x) + f(x− 2∆x)

(∆x)2
(2.6)

si se calcula la derivada h′(x) de la función h(x) se obtiene

f (3)(x) =
d2

dx2
g(x) =

d

dx
h(x) (2.7)

ahora calculando la derivada de h(x) aplicando la definición de derivada 2.2

d

dx
h(x) = ĺım

∆x→0

h(x)− h(x−∆x)

∆x
(2.8)

teniendo en cuenta las ecuaciones (2.8) y (2.7) se obtiene

d

dx
h(x) = ĺım

∆x→0

ĺım
∆x→0

f(x)−2f(x−∆x)+f(x−2∆x)
(∆x)2

− ĺım
∆x→0

f(x−∆x)−2f(x−2∆x)+f(x−3∆x)
(∆x)2

∆x

usando propiedades de los limites, simplificando y realizando producto de extremos se tiene

d

dx
h(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 3f(x−∆x) + 3f(x− 2∆x)− f(x− 3∆x)

(∆x)3
(2.9)

sustituyendo la igualdad (2.9) en (2.7)

f (3)(x) =
d2

dx2
g(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 3f(x−∆x) + 3f(x− 2∆x)− f(x− 3∆x)

(∆x)3
(2.10)
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teniendo en cuenta los resultados obtenidos y agrupando las igualdades (2.1), (2.5) y (2.10)

f ′(x) =
d

dx
f(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− f(x−∆x)

∆x

f (2)(x) =
d2

dx2
f(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 2f(x−∆x) + f(x− 2∆x)

(∆x)2

f (3)(x) =
d3

dx3
f(x) = ĺım

∆x→0

f(x)− 3f(x−∆x) + 3f(x− 2∆x)− f(x− 3∆x)

(∆x)3

Ahora se encontrará la derivada n-ésima, denotada f (n)(x), de la función f(x) donde n ∈

N.Observando detalladamente las igualdades anteriores se observa los siguientes patrones:

1. En el numerador de la fracción dentro del limite los signos se alternan

1,−1, ..., (−1)k

2. En el numerador de la fracción dentro del limite los coeficientes que toma son los

números combinatorios en el mismo orden del triangulo de Pascal

(
n

k

)

3. En el numerador de la fracción dentro del limite en el interior de los paréntesis donde

están siendo evaluadas las funciones se tiene

f(x− k∆x)

En conclusión se tiene que:

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k(∆x))
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Teorema 2.1 (Derivada de orden natural). La derivada n-ésima de la función f(x) con res-

pecto a la variable x es la función f (n) cuyo valor en x es

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k(∆x)) (2.11)

siempre y cuando el limite exista.

La demostración del teorema 2.1 se encuentra en el apéndice B como demostración B.1.

Ejemplo 2.4. Calcular f ′(x) aplicando el teorema 2.1 de la función

f(x) = x

Solución

Aplicando el teorema 2.1 a la función f(x) = x se obtiene

f ′(x) = ĺım
∆x→0

1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
(x− k(∆x))

Aplicando propiedades de las sumatorias

f ′(x) = ĺım
∆x→0

(
1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
x− 1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
k(∆x)

)

= ĺım
∆x→0

(
x

(
1

∆x

) 1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
−

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
k

)
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Dado que
∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)
= 0 se tiene que

f ′(x) = − ĺım
∆x→0

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
k

= − ĺım
∆x→0

(−1)

= 1

en la gráfica 2.4 se encuentra la función f(x) = x y su derivada f ′(x) = 1

Figura 2.4: Derivada de f(x) = x

2.3. Reglas de derivación

En esta sección se encontraran algunas reglas de derivación que pueden ser útiles al

calcular las derivadas de algunas funciones sin tener que aplicar el teorema 2.1 de manera

directa.

Teorema 2.2 (Derivada de orden natural de una constante). Si una función real tiene un valor
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constante f(x) = c, entonces

f (n)(x) =


c , si n = 0

0 , si n > 0

donde n ∈ N y c ∈ R

La demostración del teorema 2.2 se encuentra en el apéndice B como demostración B.2.

Ejemplo 2.5. Calcular la derivada octava f (8)(x) de f(x) = e
π

Solución

Como f(x) es una función constante se puede aplicar el teorema 2.2 y teniendo en cuenta

que n = 8 siendo n > 0 entonces

f (8)(x) = 0

Ejemplo 2.6. Calcular f (0)(x) de

f(x) = e+ π

Solución

Como la suma de constantes es constante la e + π es constante en consecuencia f(x) es una

función constante, por lo tanto se puede aplicar el teorema 2.2 y teniendo en cuenta que n = 0

entonces

f (0)(x) = f(x) = e+ π

Uno de los teoremas mas importantes de la sección es la función potencia f(x) = xp para

ello realizaremos el proceso de generalización para calcular la derivada f (n)(x). Sea la función

f(x) = xp donde p ∈ N, su primera derivada o derivada de orden uno de la función f(x) se

calcula de la siguiente manera
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Por el teorema 2.1 aplicado a la función f(x) = xp se tiene la primera derivada

f ′(x) = ĺım
∆x→0

1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
(x− k(∆x))p

expandiendo la suma

f ′(x) = ĺım
∆x→0

xp − (x− k∆x)p

∆x

Por el teorema de binomio se puede expandir (x− k∆x)p

f ′(x) = ĺım
∆x→0

xp −
∑p

i=0

(
p
i

)
(−1)ixp−i(∆x)i

∆x

sacando el termino para i = 0 de la sumatoria

f ′(x) = ĺım
∆x→0

xp − xp −
∑p

i=1

(
p
i

)
(−1)ixp−i(∆x)i

∆x

simplificando términos semejantes y reescribiendo

f ′(x) = ĺım
∆x→0

−1

∆x

p∑
i=1

(
p

i

)
(−1)ixp−i(∆x)i

ingresando −1
∆x

en la sumatoria

f ′(x) = ĺım
∆x→0

p∑
i=1

(
p

i

)
(−1)i−1xp−i(∆x)i−1

sacando el termino para i = 1 de la sumatoria

f ′(x) = ĺım
∆x→0

[(
p

1

)
xp−1 +

p∑
i=2

(
p

i

)
(−1)i−1xp−i(∆x)i−1

]
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue

f ′(x) =

(
p

1

)
xp−1 + ĺım

∆x→0

p∑
i=2

(
p

i

)
(−1)i−1xp−i(∆x)i−1

como i ≥ 2 y ∆x→ 0 entonces (∆x)i−1 → 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

f ′(x) =

(
p

1

)
xp−1 + 0

finalmente la primera derivada de f(x) = xp es

f ′(x) =

(
p

1

)
xp−1

Ahora para calcular la segunda derivada o para n = 2

f (2)(x) =
d

dx
(f ′(x))

se sabe que la derivada de f(x) = xp es f ′(x) =
(
p
1

)
xp−1 y remplazando en el anterior paso

f (2)(x) =
d

dx

((
p

1

)
xp−1

)

aplicando el teorema 2.1

f (2)(x) = ĺım
∆x→0

1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)(
p

1

)
(x− k(∆x))p−1
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sacando
(
p
1

)
de la sumatoria

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
(x− k(∆x))p−1

expandiendo la suma

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

xp−1 − (x− k∆x)p−1

∆x

Por el teorema de binomio se puede expandir (x− k∆x)p−1

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

xp −
∑p−1

i=0

(
p−1
i

)
(−1)ixp−i−1(∆x)i

∆x

sacando el termino para i = 0 de la sumatoria

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

xp−1 − xp−1 −
∑p−1

i=1

(
p−1
i

)
(−1)ixp−i−1(∆x)i

∆x

simplificando términos semejantes y reescribiendo

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

−1

∆x

p−1∑
i=1

(
p− 1

i

)
(−1)ixp−i−1(∆x)i

ingresando −1
∆x

en la sumatoria

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

p−1∑
i=1

(
p− 1

i

)
(−1)i−1xp−i−1(∆x)i−1

sacando el termino para i = 1 de la sumatoria

f (2)(x) =

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

[(
p− 1

1

)
xp−1 +

p−1∑
i=2

(
p− 1

i

)
(−1)i−1xp−i−1(∆x)i−1

]
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue

f (2)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)
xp−2 +

(
p

1

)
ĺım

∆x→0

p−1∑
i=2

(
p

i

)
(−1)i−1xp−i−1(∆x)i−1

como i ≥ 2 y ∆x→ 0 entonces (∆x)i−1 → 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

f (2)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)
xp−2 + 0

finalmente la deriva de de orden n = 2 de f(x) = xp es

f (2)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)
xp−2

Teniendo en cuenta las derivadas para n = 1, 2, ...

f ′(x) =

(
p

1

)
xp−1

f (2)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)
xp−2

y si se continúa haciendo se logra que

f (3)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)(
p− 2

1

)
xp−3

f (4)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)(
p− 2

1

)(
p− 3

1

)
xp−4

así obteniendo la generalización para n ∈ N

f (n)(x) =

(
p

1

)(
p− 1

1

)(
p− 2

1

)(
p− 3

1

)
· · ·
(
p− n

1

)
xp−n
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simplificando y desarrollando los binomios

f (n)(x) = p(p− 1)(p− 2) · · · (p− n+ 1)xp−n

completando el factorial

f (n)(x) =
p(p− 1)(p− 2) · · · (p− n+ 1)(p− n)(p− n− 1)(p− n− 2) · · · 3 · 2 · 1

(p− n)(p− n− 1)(p− n− 2) · · · 3 · 2 · 1
xp−n

ahora en el numerador se tiene el factorial de p y en el denominador el factorial de p− n, asi

obteniendo la derivada de orden natural para xp donde 0 ≤ n ≤ p

f (n)(x) =
p!

(p− n)!
xp−n

este resultado se encuentra demostrado en el apéndice B como demostración B.3. Sin embar-

go cuando n ≥ p la derivada de f(x) = xp su derivada es cero, ya que, la derivada de orden

p de esta función es p! y como la derivada es de mayor orden esta se anulará, para observar la

demostración mas detallada esta se encuentra en el apéndice B como demostración B.3.

Finalmente se obtiene el siguiente teorema con los dos últimos resultados obtenidos al calcu-

lar la derivada de orden natural de la función f(x) = xp.

Teorema 2.3 (Derivada de orden natural de función potencia). Si f(x) es una función poten-

cia f(x) = xp entonces

f (n)(x) =


p!

(p− n)!
xp−n , si 0 ≤ n ≤ p

0 , si n > p

donde n ∈ N y p ∈ N

La demostración del teorema 2.3 se encuentra en el apéndice B como demostración B.3 .
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Aquí se presentan dos demostraciones una por inducción y otra a partir del teorema 2.1

Ejemplo 2.7. Calcular f (6)(x) aplicando el teorema 2.3 de la función

f(x) = x12

Solución

como f(x) = x12 entonces es una función potencia donde la potencia es p = 12, así se usará

el teorema 2.3 para calcular la derivada de orden n = 6

f (6)(x) =
d6

d6x
(x12)

aplicando el teorema 2.3 con n = 6 y p = 12

f (6)(x) =
12!

(12− 6)!
x12−6

simplificando

f (6)(x) =
12!

6!
x6

resolviendo factoriales

f (6)(x) = 665280x6

finalmente la derivada de orden 6 de la función f(x) = x12 es

f (6)(x) = 665280x6
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Figura 2.5: Imagen de la derivada de orden 6 de la función f(x) = x12

Ejemplo 2.8. Calcular f (n)(x) aplicando el teorema 2.3 de la función

f(x) = xn+1

donde n ∈ N

Solución

como f(x) = xn+1 entonces es una función potencia donde la potencia es p = n + 1, así se

usará el teorema 2.3 para calcular la derivada de orden n

f (n)(x) =
dn

dnx
(xn+1)

aplicando el teorema 2.3 con n y p = n+ 1

f (n)(x) =
(n+ 1)!

(n+ 1− n)!
xn+1−n

simplificando

f (n)(x) = (n+ 1)!x
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finalmente la derivada de orden n de la función f(x) = xn+1 es

f (n)(x) = (n+ 1)!x

Teorema 2.4 (Derivada de orden natural de función potencia negativa). Si p es un entero

positivo y x 6= 0, entonces

dn

dxn

(
x−p
)

= (−1)n
(p+ n− 1)!

(p− 1)!
x−(p+n)

donde n ∈ N

La demostración del teorema 2.4 se encuentra en el apéndice B como demostración B.4.

Donde presenta una demostración por inducción.

Ejemplo 2.9. Calcular la derivada de orden 6 de la función

m(n) =
2

n3

en n = 2

Solución

Aplicando el teorema 2.4 a la función m(n) = 2n−3

m(6)(n) = (−1)6 (3 + 6− 1)!

(3− 1)!
n−(3+6)
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reescribiendo

m(6)(n) =
8!

2!
n−9

simplificando

m(6)(n) = 20160n−9 =
20160

n9

ahora evaluando en n = 2

m(6)(2) =
20160

(2)9
=

20160

512
=

315

8

en la figura 2.6 la gráfica de la función m(n) = 2n−3 y m(6)(n).

Figura 2.6: Imagen de la derivada de orden 6 de la función m(n) = 2n−3

Teorema 2.5 (Derivada de una suma y múltiplos constantes). Si f y g son diferenciables de

x en cualquier orden con α y β constantes, entonces

dn

dxn
(αf(x) + βg(x)) = αf (n)(x) + βg(n)(x)

41



donde ∀α, β ∈ R

La demostración del teorema 2.5 se encuentra en apéndice B como demostración B.5

Ejemplo 2.10. Calcular P (n)(u) aplicando el teorema 2.5 de la función

P (u) = a0 + a1u+ a2u
2 + · · ·+ amu

m =
m∑
i=0

aiu
i

donde m ∈ N y m ≥ n

Solución

se debe calcular

P (n)(u) =
dn

dun

( m∑
i=0

aiu
i

)

por el teorema 2.5 se puede ingresar dn

dun
en la sumatoria

P (n)(u) =
m∑
i=0

ai
dn

dun
(ui)

como i esta en el intervalo 0 ≤ i ≤ m y como m ≥ n se separa la sumatoria en dos, así

dividiendo el intervalo

P (n)(u) =
n−1∑
i=0

ai
dn

dun
(ui) +

m∑
i=n

ai
dn

dun
(ui)
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en la primera sumatoria i ≤ n, se aplica la segunda parte de la derivada de orden n del

teorema 2.3 y en la segunda sumatoria i ≥ nse aplica la primera parte de la derivada de orden

n del teorema 2.3

P (n)(u) =
n−1∑
i=0

ai(0) +
m∑
i=n

ai
i!

(i− n)!
ui−n

así la primera sumatoria se anula por tener un 0 como múltiplo manteniéndose las segunda

sumatoria

P (n)(u) =
m∑
i=n

ai
i!

(i− n)!
ui−n

finalmente P (n)(u) de P (x) =
∑m

i=0 aiu
i es

P (n)(u) =
m∑
i=n

i!

(i− n)!
aiu

i−n

Ejemplo 2.11. Calcular h(4)(x) aplicando el teorema 2.5 de la función

h(x) =
e

π
x9 +

√
2

3
x5 − 1√

3
x7

Solución

Se debe calcular

h(4)(x) =
d4

dx4

(
e

π
x9 +

√
2

3
x5 − 1√

3
x7

)
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por el teorema 2.5 se puede calcular la derivada de cada termino

h(4)(x) =
d4

dx4

(
e

π
x9

)
+

d4

dx4

(√
2

3
x5

)
− d4

dx4

(
1√
3
x7

)

por el teorema 2.5 se pueden sacar las constantes de las derivadas en cada termino

h(4)(x) =

(
e

π

)
d4

dx4
(x9) +

(√
2

3

)
d4

dx4
(x5)−

(
1√
3

)
d4

dx4
(x7)

en cada terminando calculando la derivada de una potencia usando teorema 2.3

h(4)(x) =

(
e

π

)(
9!

5!

)
x5 +

(√
2

3

)(
5!

1!

)
x−

(
1√
3

)(
7!

3!

)
x3

finalmente la derivada h(4)(x) de h(x) es

h(4)(x) =
3024e

π
x5 + 120

√
2

3
x− 840√

3
x3

Figura 2.7: Imagen de la derivada de orden 4 de la función h(x) = e
π
x9 +

√
2
3
x5 − 1√

3
x7

Como el teorema 2.5 garantiza que la derivada de una suma es la suma de sus derivada

para cualquier orden n, en el producto no se cumple que la derivada de un producto es el
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producto de las derivadas, esto lo asegura el siguiente teorema

Teorema 2.6 (Derivada de orden natural de un producto). Si f y g son diferenciables en

cualquier orden en x, entonces también lo es su producto y

(f · g)(n)(x) =
dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

siendo n ∈ N

La demostración del teorema 2.6 se encuentra en apéndice B como demostración B.6

Ejemplo 2.12. Calcular la derivada de orden 3 de la función h(x) = (x5 + π)(x4 − 19)

Solución

Primero se identifica las funciones f(x) y g(x) de la función h(x)

f(x) = x5 + π

g(x) = x4 − 19

ahora usando el teorema 2.3 se puede calcular las derivadas de orden superior de las funciones

que se encuentran dentro de la sumatoria

f (k)(x) =
5!

(5− k)!
x5−k

g(3−k)(x) =
4!

(4− 3 + k)!
x4−3+k =

4!

(1 + k)!
x1+k

teniendo en cuenta la información antes presentada se aplica el teorema 2.6

h(3)(x) =
3∑

k=0

(
3

k

)(
5!

(5− k)!
x5−k

)(
4!

(1 + k)!
x1+k

)
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organizando factores

h(3)(x) =
3∑

k=0

(
3

k

)
5!

(5− k)!
· 4!

(1 + k)!
x5−k · x1+k

simplificando

h(3)(x) =
3∑

k=0

(
3

k

)
5!4!

(5− k)!(1 + k)!
x6

expandiendo la sumatoria

h(3)(x) = (24 + 180 + 240 + 60)x6

simplificando

h(3)(x) = 504x6

siendo h(3) = 504x6 la derivada de orden 3 de la función h(x) = (x5 +π)(x4− 19), se puede

evidenciar el gráfico 2.8 las dos funciones

Figura 2.8: Gráfica de la función h(x) = (x5 + π)(x4 − 19) y su derivada de orden 3
h(3)(x) = 504x6
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Usualmente en los libros de cálculo se continua con el teorema para calcular la deri-

vada de un cociente pero en este caso se dará prioridad a la derivada de orden natural de una

función compuesta.

Teorema 2.7 (Derivada de orden natural de una función compuesta "Fórmula de Faà di

Bruno"). Si f(u) es diferenciable en cualquier orden en el punto u = g(x), y g(x) es dife-

renciable en cualquier orden en x, entonces la función (f ◦ g)(x) = f(g(x)) es diferenciable

en cualquier orden en x, y

dn

dnx
f(g(x)) =

∑ n!

m1!1!m1m2!2!m2 · · ·mn!n!mn
· f (m1+m2+···+mn)(g(x)) ·

n∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj

donde

1 ·m1 + 2 ·m2 + · · ·+ n ·mn = n

también se puede obtener la forma compacta con los polinomios de Bell

dn

dnx
f(g(x)) =

n∑
k=1

f (k)(g(x)) ·Bn,k(g
(1)(x), g(2)(x), ..., g(n−k+1)(x))

La demostración de este teorema se puede encontrar en el documento de (Karlheinz,

2005)

Ejemplo 2.13. Encontrar la derivada de orden 5 de la función f(g(x))

(f ◦ g)(5)(x)

Solución

Antes de comenzar aplicar el teorema 2.7 se debe conocer los valores necesarios mi. Con

n = 5 aun no se conocen los valores m1,m2,m3, ...,mn y además que cumplan la ecuación
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1 ·m1 + 2 ·m2 + · · ·+ n ·mn = n, para encontrar estos valores primero se tomara una lista

de 5 elementos A# = (5) ya que n = 5

A = [a, a, a, a, a]

Segundo, se encuentran la particiones distintas que hay en la lista A

A1 = A = [a, a, a, a, a]

A2 = [[a, a], [a, a, a]]

A3 = [[a], [a, a, a, a]]

A4 = [[a, a], [a, a], [a]]

A5 = [[a], [a], [a, a, a]]

A6 = [[a], [a], [a], [a, a]]

A7 = [[a], [a], [a], [a], [a]]

Luego se toma la cantidad de elementos de cada lista

A#
1 = A# = (5)

A#
2 = ([a, a]#, [a, a, a]#) = (2, 3)

A#
3 = ([a]#, [a, a, a, a]#) = (1, 4)

A#
4 = ([a, a]#, [a, a]#, [a]#) = (2, 2, 1)

A#
5 = ([a]#, [a]#, [a, a, a]#) = (1, 1, 3)

A#
6 = ([a]#, [a]#, [a]#, [a, a]#) = (1, 1, 1, 2)

A#
7 = ([a]#, [a]#, [a]#, [a]#, [a]#) = (1, 1, 1, 1, 1)
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en seguida se toma como referencia la siguiente lista sabiendo el valor de n

Mn = (m1,m2,m3, ...,mj, ...,mn)

donde mj es la cantidad de veces que aparece el número j en la lista A#
m

M1 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (0, 0, 0, 0, 1)

M2 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (0, 1, 1, 0, 0)

M3 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (1, 0, 0, 1, 0)

M4 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (1, 2, 0, 0, 0)

M5 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (2, 0, 1, 0, 0)

M6 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (3, 1, 0, 0, 0)

M7 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (5, 0, 0, 0, 0)

finalmente teniendo las soluciones para la ecuación

1 ·m1 + 2 ·m2 + 3 ·m3 + 4 ·m4 + 5 ·m5 = 5

teniendo todos los datos se da comienzo aplicar el teorema 2.7, vale resaltar que cada termino

de la sumatoria se obtiene de evaluar cada lista Mj

∑
H(Mj)

con j = 1, 2, 3, 4, 5, ahora se obtiene los términos
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1. Para M1 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (0, 0, 0, 0, 1)

H(M1) =
5!

0!(1!0)0!(2!0)0!(3!0)0!(4!0)1!(5!1)
f (0+0+0+0+1)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M1) =

5!

5!
f (1)(g(x))g(5)(x)

H(M1) = f (1)(g(x))g(5)(x)

2. Para M2 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (0, 1, 1, 0, 0)

H(M2) =
5!

0!(1!0)1!(2!1)1!(3!1)0!(4!0)0!(5!0)
f (0+1+1+0+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M2) =

5!

2!3!
f (2)(g(x))g(2)(x)g(3)(x)

H(M2) = 10f (2)(g(x))g(2)(x)g(3)(x)

3. Para M3 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (1, 0, 0, 1, 0)

H(M3) =
5!

1!(1!1)0!(2!0)0!(3!0)1!(4!1)0!(5!0)
f (1+0+0+1+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M3) =

5!

1!4!
f (2)(g(x))g(2)(x)g(3)(x)

H(M3) = 5f (2)(g(x))g(1)(x)g(4)(x)

4. Para M4 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (1, 2, 0, 0, 0)

H(M4) =
5!

1!(1!1)2!(2!2)0!(3!0)0!(4!0)0!(5!0)
f (1+2+0+0+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M4) =

5!

2!(2!)2
f (3)(g(x))g(1)(x)(g(2)(x))2

H(M4) = 15f (3)(g(x))g(1)(x)(g(2)(x))2
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5. Para M5 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (2, 0, 1, 0, 0)

H(M5) =
5!

2!(1!2)0!(2!0)1!(3!1)0!(4!0)0!(5!0)
f (2+0+1+0+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M5) =

5!

2!3!
f (3)(g(x))(g(1)(x))2g(3)(x)

H(M5) = 10f (3)(g(x))(g(1)(x))2g(3)(x)

6. Para M6 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (3, 1, 0, 0, 0)

H(M6) =
5!

3!(1!3)1!(2!1)0!(3!0)0!(4!0)0!(5!0)
f (3+1+0+0+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M6) =

5!

3!3!
f (4)(g(x))(g(1)(x))3g(2)(x)

H(M6) = 10f (4)(g(x))(g(1)(x))3g(2)(x)

7. Para M7 = (m1,m2,m3,m4,m5) = (5, 0, 0, 0, 0)

H(M7) =
5!

5!(1!5)0!(2!0)0!(3!0)0!(4!0)0!(5!0)
f (5+1+0+0+0)(g(x)) ·

5∏
j=1

(
g(j)(x)

)mj
H(M7) =

5!

5!
f (5)(g(x))(g(1)(x))5

H(M7) = f (5)(g(x))(g(1)(x))5
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Finalmente (f ◦ g)(5)(x) de (f ◦ g)(x) es

(f ◦ g)(5)(x) =
∑

H(Mn)

= H(M1) +H(M2) +H(M3) +H(M4) +H(M5) +H(M6) +H(M7)

= f (1)(g(x))g(5)(x) + 10f (2)(g(x))g(2)(x)g(3)(x) + 5f (2)(g(x))g(1)(x)g(4)(x)

+ 15f (3)(g(x))g(1)(x)(g(2)(x))2 + 10f (3)(g(x))(g(1)(x))2g(3)(x)

+ 10f (4)(g(x))(g(1)(x))3g(2)(x) + f (5)(g(x))(g(1)(x))5

Así como la derivada de orden natural de un producto no es el producto de sus derivadas de

orden natural, la derivada de orden natural de un cociente no es el cociente de sus derivadas

de orden natural.

Teorema 2.8 (Derivada de orden natural de un cociente). Si f = f(x) y g = g(x) son

diferenciables en cualquier orden en x, y si g(x) 6= 0, entonces el cociente f(x)/g(x) es

diferenciable en cualquier orden en x y

dn

dxn

(
f

g

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)

∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
g−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)

i!

)mi

donde

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con
n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

La demostración de este teorema 2.8 se encuentra en el apéndice B como demostra-

ción B.7

Corolario 2.1 (Derivada de orden natural de un cociente con numerador 1). Si g = g(x)
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es diferenciable en cualquier orden en x, y si g(x) 6= 0, entonces el cociente 1/g(x) es

diferenciable en cualquier orden en x y

(
g−1
)(n)

=
dn

dxn

(
1

g

)
=
∑ (−1)φnφn!n!

m1! · · ·mn!
g−[φn+1]

n∏
i=1

(
g(i)

i!

)mi

donde

φn =
n∑
i=1

mi

con
n∑
i=1

(i ·mi) = n

Ejemplo 2.14. Calcular la derivada de orden 3 de

h(x) =
x6

x4 + 1

Solución

Identificando que h(x) es el cociente de las funciones

f(x) = x6

g(x) = x4 + 1

siendo

h(x) =
f(x)

g(x)

ahora aplicando el teorema 2.8 para h = f/g

d3h

dx3
=

3∑
k=0

(
3

k

)
(x6)(k)

∑ (−1)φ3−kφ3−k!(3− k)!

m1! · · ·m3−k!
(x4 + 1)−[φ3−k+1]

3−k∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
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Hasta el momento se tiene ya calculada la derivada de orden 3 de la función pero la esencia

es desarrollar la sumatoria para ello se calculara los terminos de la sumatoria de afuera hacia

dentro

Para k = 0

T0 =

(
3

0

)
(x6)(0)

∑ (−1)φ3−0φ3−0!(3− 0)!

m1! · · ·m3−0!
(x4 + 1)−[φ3−0+1]

3−0∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
= x6

∑ (−1)φ3φ3!(3)!

m1!m2!m3!
(x4 + 1)−[φ3+1]

3∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13

1. Primera tupla (m1,m2,m3) = (3, 0, 0) y verificando que cumpla la condición del teo-

rema 2.8

3∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 + 2 ·m2 + 3 ·m3 = 1 · 3 + 2 · 0 + 3 · 0 = 3

cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ3

φ3 =
3∑
i=1

mi = m1 +m2 +m3 = 3 + 0 + 0 = 3

teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

g0,1 =
(−1)33!3!

3!
(x4 + 1)−4

[
(x4 + 1)(1)

1!

]3[
(x4 + 1)(2)

2!

]0[
(x4 + 1)(3)

3!

]0

=
−6

(x4 + 1)4

[
(x4 + 1)(1)

1!

]3

=
−6

(x4 + 1)4
(4x3)3

= − 384x9

(x4 + 1)4
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finalmente

g0,1 = − 384x9

(x4 + 1)4

2. Segunda tupla (m1,m2,m3) = (1, 1, 0) y verificando que cumpla la condición del

teorema 2.8

3∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 + 2 ·m2 + 3 ·m3 = 1 · 1 + 2 · 1 + 3 · 0 = 3

cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ3

φ3 =
3∑
i=1

mi = m1 +m2 +m3 = 1 + 1 + 0 = 2

teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

g0,2 =
(−1)22!3!

1!1!
(x4 + 1)−3

[
(x4 + 1)(1)

1!

]1[
(x4 + 1)(2)

2!

]1[
(x4 + 1)(3)

3!

]0

=
12

(x4 + 1)3

[
(x4 + 1)(1)

1!

]1[
(x4 + 1)(2)

2!

]1

=
12

(x4 + 1)3
(4x3)1

(
12x2

2

)1

=
12

(x4 + 1)3
(4x3)(6x2)

=
288x5

(x4 + 1)3

finalmente

g0,2 =
288x5

(x4 + 1)3

3. Tercera tupla (m1,m2,m3) = (0, 0, 1) y verificando que cumpla la condición del teo-
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rema 2.8

3∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 + 2 ·m2 + 3 ·m3 = 1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 1 = 3

cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ3

φ3 =
3∑
i=1

mi = m1 +m2 +m3 = 0 + 0 + 1 = 1

teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

g0,3 =
(−1)11!3!

0!0!1!
(x4 + 1)−2

[
(x4 + 1)(1)

1!

]0[
(x4 + 1)(2)

2!

]0[
(x4 + 1)(3)

3!

]1

=
−6

(x4 + 1)2

[
(x4 + 1)(3)

3!

]1

= − 6

(x4 + 1)2

(
24x

6

)1

= − 24x

(x4 + 1)2

finalmente

g0,3 = − 24x

(x4 + 1)2

Ahora se tiene que

T0 = x6(g0,1 + g0,2 + g0,3)

= x6

(
− 384x9

(x4 + 1)4
+

288x5

(x4 + 1)3
− 24x

(x4 + 1)2

)
= − 384x15

(x4 + 1)4
+

288x11

(x4 + 1)3
− 24x7

(x4 + 1)2
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Así teniendo el termino T0 para k = 0

T0 = − 384x15

(x4 + 1)4
+

288x11

(x4 + 1)3
− 24x7

(x4 + 1)2

Para k = 1

T1 =

(
3

1

)
(x6)(1)

∑ (−1)φ3−1φ3−1!(3− 1)!

m1! · · ·m3−1!
(x4 + 1)−[φ3−1+1]

3−1∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
= 3 · 6x5

∑ (−1)φ2φ2!(2)!

m1!m2!
(x4 + 1)−[φ2+1]

2∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
= 18x5

∑ (−1)φ2φ2!(2)!

m1!m2!
(x4 + 1)−[φ2+1]

2∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13

1. Primera tupla (m1,m2) = (2, 0) y verificando que cumpla la condición del teorema 2.8

2∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 + 2 ·m2 = 1 · 2 + 2 · 0 = 2

cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ2

φ2 =
2∑
i=1

mi = m1 +m2 = 2 + 0 = 2
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teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

g1,1 =
(−1)22!2!

2!
(x4 + 1)−3

[
(x4 + 1)(1)

1!

]2[
(x4 + 1)(2)

2!

]0

=
2

(x4 + 1)3

[
(x4 + 1)(1)

1!

]2

=
2

(x4 + 1)3
(4x3)2

=
32x6

(x4 + 1)3

finalmente

g1,1 =
32x6

(x4 + 1)3

2. Segunda tupla (m1,m2) = (0, 1) y verificando que cumpla la condición del teorema

2.8
2∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 + 2 ·m2 = 1 · 0 + 2 · 1 = 2

cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ2

φ2 =
2∑
i=1

mi = m1 +m2 = 0 + 1 = 1

teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

g1,2 =
(−1)11!2!

0!1!
(x4 + 1)−2

[
(x4 + 1)(1)

1!

]0[
(x4 + 1)(2)

2!

]1

= − 2

(x4 + 1)2

[
(x4 + 1)(2)

2

]1

= − 2

(x4 + 1)3

(
12x2

2

)
= − 12x2

(x4 + 1)2
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finalmente

g1,2 = − 12x2

(x4 + 1)2

Ahora se tiene que

T1 = 18x5(g1,1 + g1,2)

= 18x5

(
32x6

(x4 + 1)3
− 12x2

(x4 + 1)2

)
=

576x11

(x4 + 1)3
− 216x7

(x4 + 1)2

Así teniendo el termino T1 para k = 1

T1 =
576x11

(x4 + 1)3
− 216x7

(x4 + 1)2

Para k = 2

T2 =

(
3

2

)
(x6)(2)

∑ (−1)φ3−2φ3−2!(3− 2)!

m1! · · ·m3−2!
(x4 + 1)−[φ3−2+1]

3−2∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
= 3 · 30x4

∑ (−1)φ1φ1!1!

m1!
(x4 + 1)−[φ1+1]

1∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi
= 90x4

∑ (−1)φ1φ1!1!

m1!
(x4 + 1)−[φ1+1]

1∏
i=1

(
(x4 + 1)(i)

i!

)mi

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13, siendo

como solución la tupla (m1) = (1) así m1 = 1.

Verificando que cumpla la condición del teorema 2.8

1∑
i=1

(i ·mi) = 1 ·m1 = 1 · 1 = 1
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cumple con la condición, ahora se encuentra el valor de φ1

φ1 =
1∑
i=1

mi = m1 = 1

teniendo todos los datos se evalúa en la sumatoria discreta

T2 = 90x4
∑ (−1)11!1!

1!
(x4 + 1)−2

[
(x4 + 1)(1)

1!

]1

= − 90x4

(x4 + 1)2
(4x3)

= − 360x7

(x4 + 1)2

Así teniendo el termino T2 para k = 2

T2 = − 360x7

(x4 + 1)2

Para k = 3

T3 =

(
3

3

)
(x6)(3)(x4 + 1)(0)

= 120x3(x4 + 1)

= 120x7 + 120x3

finalmente

T3 = 120x7 + 120x3
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Ahora la derivada de orden 3 de la función h(x)es la suma de T0, T1, T2 y T3

(
x6

x4 + 1

)(3)

=
d3h(x)

dx3

= T0 + T1 + T2 + T3

= − 384x15

(x4 + 1)4
+

288x11

(x4 + 1)3
− 24x7

(x4 + 1)2
+

576x11

(x4 + 1)3

− 216x7

(x4 + 1)2
− 360x7

(x4 + 1)2
+ 120x7 + 120x3

= − 384x15

(x4 + 1)4 +
864x11

(x4 + 1)3 −
600x7

(x4 + 1)2 +
120x3

x4 + 1

Finalmente se obtiene la derivada de orden 3 para la función h(x)

(
x6

x4 + 1

)(3)

= − 384x15

(x4 + 1)4 +
864x11

(x4 + 1)3 −
600x7

(x4 + 1)2 +
120x3

x4 + 1

Figura 2.9: Imagen de la derivada de orden 3 de la función x6

x4+1
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2.4. Derivadas de orden natural de funciones trigonométri-

cas

En esta sección se mostrara las derivadas de orden natural de las seis funciones trigo-

nométricas básicas.

Teorema 2.9 (Derivada de orden natural de la función seno). Sea f(x) = sen(x) entonces

dn

dxn
(sen(x)) = sen

(
x+

nπ

2

)

∀n ∈ N

La demostración del teorema 2.9 se encuentra en el apéndice B como demostración

B.8

Ejemplo 2.15. Calcular

f (100)(x)

de la función f(x) = sen(x)

Solución

Por el teorema 2.9 la derivada de orden 100 de la función seno es

f (100)(x) = sen

(
x+

100π

2

)
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Ahora simplificando

f (100)(x) = sen (x+ 50π)

f (100)(x) = sen(x)cos(50π) + sen(50π)cos(x)

f (100)(x) = sen(x) · 1 + 0

f (100)(x) = sen(x)

finalmente la derivada de orden 100 de la función seno simplificada es

f (100)(x) = sen(x)

Teorema 2.10 (Derivada de orden natural de la función coseno). sea f(x) = cos(x) entonces

dn

dxn
(cos(x)) = cos

(
x+

nπ

2

)

∀n ∈ N

La demostración del teorema 2.10 se encuentra en el apéndice B como demostración

B.9

Ejemplo 2.16. Si f(x) = cos(x) entonces

f (2m)(x) = (−1)mf(x)

f (2m+1)(x) = (−1)m+1sen(x)

con m ∈ N

Solución
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Parte 1:

Como m ∈ N entonces 2m ∈ N y por el teorema 2.10 se tiene que

f (2m)(x) = cos

(
x+

2mπ

2

)
f (2m)(x) = cos(x+mπ)

f (2m)(x) = cos(x)cos(mπ)− sen(x)sen(mπ)

f (2m)(x) = cos(x)cos(mπ)

f (2m)(x) = (−1)mcos(x)

finalmente

f (2m)(x) = (−1)mf(x)

Parte 2:

Como m ∈ N entonces (2m+ 1) ∈ N y por el teorema 2.10 se tiene que

f (2m+1)(x) = cos

(
x+

(2m+ 1)π

2

)
f (2m+1)(x) = cos

(
x+mπ +

π

2

)
f (2m+1)(x) = −sen(x+mπ)

f (2m+1)(x) = −sen(x)cos(mπ)− sen(mπ)cos(x)

f (2m+1)(x) = −(−1)msen(x)

f (2m+1)(x) = (−1)m+1sen(x)

finalmente

f (2m+1)(x) = (−1)m+1sen(x)
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Teorema 2.11 (Derivada de orden natural de la función tangente y cotangente).

Sea f0 = tg(x) y f1 = ctg(x) entonces

dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
sen

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(cos(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
cos

(
x+

iπ

2

))mi

dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
cos

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(sen(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
sen

(
x+

iπ

2

))mi
donde

an−k =
(−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con
n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

La demostración del teorema 2.11 se encuentra en el apéndice B como demostración

B.10

Corolario 2.2. Sea f2 = sec(x) y f3 = csc(x) entonces

dnf2

dxn
=
∑

an(cos(x))−[φn+1]

n∏
i=1

(
1

i!
cos

(
x+

iπ

2

))mi

dnf3

dxn
=
∑

an(sen(x))−[φn+1]

n∏
i=1

(
1

i!
sen

(
x+

iπ

2

))mi
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donde

an =
(−1)φnφn!(n)!

m1! · · ·mn!

φn =
n∑
i=1

mi

con
n∑
i=1

(i ·mi) = n

Ejemplo 2.17. Calcular la derivada de orden 3 de la función p(v) = sec(v)

Solución

d3

dx3
(sec(v)) =

∑
a3(cos(x))−[φ3+1]

3∏
i=1

(
1

i!
cos

(
x+

iπ

2

))mi
donde

a3 =
(−1)φ3φ3!3!

m1!m2!m3!

φ3 =
3∑
i=1

mi

con
3∑
i=1

(i ·m3) = 3

desarrollando la sumatoria como en el ejemplo 2.13 se tiene
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1. Para la primera tupla (m1,m2,m3) = (3, 0, 0)

φ3 =
3∑
i=1

mi = 3

a3 =
(−1)33!3!

3!0!0!
= −3!

1
= −6

ahora se calculara el termino T0 de la sumatoria

T0 = a3(cos(x))−[φ3+1]

[
1

1!
cos
(
x+

π

2

)]m1
[

1

2!
cos

(
x+

2π

2

)]m2
[

1

3!
cos

(
x+

3π

2

)]m3

remplazando

T0 = −6(cos(x))−4

[
1

1!
cos
(
x+

π

2

)]3

simplificando

T0 = −6sec4(x)
[
cos
(
x+

π

2

)]3

T0 = −6sec4(x)(−sen(x))3

T0 = 6sec4(x)sen3(x)

T0 = 6sec(x)tg3(x)

siendo el termino 0 de la sumatoria

T0 = 6sec(x)tg3(x)
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2. Para la segunda tupla (m1,m2,m3) = (1, 1, 0)

φ3 =
3∑
i=1

mi = 2

a3 =
(−1)22!3!

1!1!0!
=

2!3!

1
= 12

ahora se calculara el termino T1 de la sumatoria

T1 = a3(cos(x))−[φ3+1]

[
1

1!
cos
(
x+

π

2

)]m1
[

1

2!
cos

(
x+

2π

2

)]m2
[

1

3!
cos

(
x+

3π

2

)]m3

remplazando

T1 = 12(cos(x))−3

[
1

1!
cos
(
x+

π

2

)]1 [
1

2!
cos

(
x+

2π

2

)]1

simplificando

T1 = 12sec3(x)(−sen(x))

(
−1

2
cos(x)

)
T1 = 6sec3(x)(−sen(x))(−cos(x))

T1 = 6sec2(x)sen(x)

T1 = 6sec(x)tg(x)

siendo el termino 1 de la sumatoria

T1 = 6sec(x)tg(x)
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3. Para la tercera tupla (m1,m2,m3) = (0, 0, 1)

φ3 =
3∑
i=1

mi = 1

a3 =
(−1)11!3!

0!0!1!
= −3!

1
= −6

ahora se calculara el termino T2 de la sumatoria

T2 = a3(cos(x))−[φ3+1]

[
1

1!
cos
(
x+

π

2

)]m1
[

1

2!
cos

(
x+

2π

2

)]m2
[

1

3!
cos

(
x+

3π

2

)]m3

remplazando

T2 = −6(cos(x))−2

[
1

3!
cos

(
x+

3π

2

)]1

simplificando

T2 = −6sec2(x)

[
1

6
cos
(
x+

π

2

)]3

T2 = −sec2(x)cos
(
x+

π

2

)
T2 = sec2(x)sen(x)sen

(
3π

2

)
T2 = −sec2(x)sen(x)

T2 = −sec(x)tg(x)

siendo el termino 2 de la sumatoria

T2 = −sec(x)tg(x)
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sumando los términos T0,T1,T2

d3

dx3
(sec(x)) = T0 + T1 + T2

= 6sec(x)tg3(x) + 6sec(x)tg(x)− sec(x)tg(x)

= 6sec(x)tg3(x) + 5sec(x)tg(x)

Finalmente
d3p

dx3
= p(3)(x) = 6sec(x)tg3(x) + 5sec(x)tg(x)

Figura 2.10: Imagen de la tercera derivada de la función secante

2.5. Derivadas de orden natural de algunas funciones tras-

cendentales

En esta sección se encontraran las derivadas de orden natural de las funciones tras-

cendentales ax y logb(x)
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Teorema 2.12 (Derivada de orden natural de la función abx). Si a > 0 y b > 0 entonces

dn

dxn
(
abx
)

=
(
abx
)(n)

= (bln(a))nabx

∀n ∈ N

La demostración del teorema 2.12 se encuentra en el apéndice B como demostración

B.11

Ejemplo 2.18. Calcular la derivada de orden n de la

f0(x) = senh(x)

f1(x) = cosh(x)

Solución

Primero se expresa f0 = senh(x) en términos de la función ex y e−x

dn

dxn
(senh(x)) =

dn

dxn

(
ex − e−x

2

)

aplicando el teorema 2.5de la derivada de una suma y múltiplos constantes

dn

dxn
(senh(x)) =

1

2
· d

n

dxn
(ex)− 1

2
· d

n

dxn
(
e−x
)

aplicando el teorema 2.12

dn

dxn
(senh(x)) =

1

2
((ln(e))nex)− 1

2

(
(−ln(e))ne−x

)
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simplificando se obtiene que

dn

dxn
(senh(x)) =

ex + (−1)n+1e−x

2

Luego se expresa f1 = cosh(x) en términos de la función ex y e−x

dn

dxn
(cosh(x)) =

dn

dxn

(
ex + e−x

2

)

aplicando el teorema 2.5de la derivada de una suma y múltiplos constantes

dn

dxn
(cosh(x)) =

1

2
· d

n

dxn
(ex) +

1

2
· d

n

dxn
(
e−x
)

aplicando el teorema 2.12

dn

dxn
(cosh(x)) =

1

2
((ln(e))nex) +

1

2

(
(−ln(e))ne−x

)
simplificando se obtiene que

dn

dxn
(cosh(x)) =

ex + (−1)ne−x

2

Concluyendo que

dnf0

dxn
=

dn

dxn
(senh(x)) =

ex + (−1)n+1e−x

2
dnf1

dxn
=

dn

dxn
(cosh(x)) =

ex + (−1)ne−x

2

Teorema 2.13 (Derivada de orden natural de la función logaritmo). Si b > 0 entonces

dn

dxn
logb(x) =

(−1)n−1(n− 1)!x−n

ln(b)
, ∀n ∈ N− {0}

72



La demostración del teorema 2.13 se encuentra en el apéndice B como demostración

B.12

Ejemplo 2.19. Calcular la derivada de orden n! de

f(x) = logm!(x)

donde n,m ∈ N

Solución

Aplicando el teorema 2.13 a la función f(x)

dn!f(x)

dxn!
=

dn!

dxn!
(logm!(x))

dn!f(x)

dxn!
=

(−1)n!−1(n!− 1)!x−n!

ln(m!)

reescribiendo

dn!f(x)

dxn!
=

(−1)n!−1(n!− 1)!x−n!∑m
i=1 ln(i)

como n! factorial es par ya que n! = 1 · 2 · 3 · · ·n = 2 · 1 · 3 · · ·n = 2 · k se tiene

dn!f(x)

dxn!
= −(n!− 1)!x−n!∑m

i=1 ln(i)

reescribiendo

dn!f(x)

dxn!
= −

(
m∑
i=1

ln(i)

)−1

(n!− 1)!x−n!
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finalmente
dn!f(x)

dxn!
= −

(
xn!

m∑
i=1

ln(i)

)−1

(n!− 1)!
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3

Generalizando el orden de la derivada a

los enteros

Todas las verdades de las

matemáticas están vinculadas entre

si.

Adrien-Marie Legendre

En este capitulo se encuentra la conexión entre la derivada de orden natural con la

derivada de orden entero y la noción de derivada de orden negativo.

3.1. Definición de derivada de orden entero

Generalizando el teorema 2.1 donde el parámetro n es libre y remplazándolo por el

parámetro m obteniendo lo siguiente

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

n∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k(∆x)) (3.1)
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claramente se obtiene el teorema 2.1 haciendo que m→ n

ĺım
m→n

f (m)(x) = ĺım
m→n

ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

n∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k(∆x))

ĺım
m→n

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

ĺım
m→n

1

(∆x)m

n∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k(∆x))

ĺım
m→n

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

ĺım
m→n

1

(∆x)m
ĺım
m→n

n∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k(∆x))

ĺım
m→n

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k(∆x))

finalmente

ĺım
m→n

f (m)(x) = f (n)(x)

Ahora a partir de la ecuación (3.1) se puede definir la derivada de orden negativo Z− ∪ {0}

1. Haciendo que m→ −p donde p ∈ N

ĺım
m→−p

f (m)(x) = ĺım
m→−p

ĺım
∆x→0

(∆x)−m
n∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k(∆x))

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

(−1)k
(
−p
k

)
f(x− k(∆x))

siendo en el intervalo cerrado [a, x] se tomara a ∆x como

∆x =
x− a
n
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2. Ahora analizando
(−p
k

)
se tiene

(
−p
k

)
=
−p(−p− 1)(−p− 2) · · · (−p− k + 1)

k!(
−p
k

)
= (−1)k · p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ k − 1)

k!(
−p
k

)
= (−1)k · (p− 1)!p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ k − 1)

k!(p− 1)!(
−p
k

)
= (−1)k · (p+ k − 1)!

k!(p− 1)!(
−p
k

)
= (−1)k · p(p+ k − 1)!

k!p!(
−p
k

)
= (−1)k

{
p

k

}

donde {
p

k

}
=
p(p+ k − 1)!

k!p!
(3.2)

3. Tomando en cuenta el el ítem 1 y el ítem 2 se puede trabajar sobre la definición de

derivada de orden entero

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

(−1)k
(
−p
k

)
f(x− k(∆x))

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

(−1)k(−1)k
{
p

k

}
f(x− k(∆x))

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

(−1)2k

{
p

k

}
f(x− k(∆x))
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se sabe que (−1)2k = 1

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k(∆x))

finalmente obteniendo que

f (−p)(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k(∆x)) (3.3)

Ahora bien se conoce muchas notaciones de derivada como

d

dx
→

en otro orden

dn

dxn
(3.4)

y′ →
en otro orden

y(q) (3.5)

·
y →

en otro orden

···
y (3.6)

D →
en otro orden

Dp (3.7)

aDt →
en otro orden

aD
m
t (3.8)

Se logra evidenciar que la notación (3.4) se puede generalizar a otro orden y menciona con

respecto a que variable de esta derivando,pero no menciona el intervalo de derivación,en la

segunda notación (3.5) mas conocida como la notación de Leibniz, se puede generalizar a

cualquier orden pero no se conoce con respecto a que variable se puede derivar ni tampoco su

intervalo de derivación,la tercera notación (3.6) mas conocida como la notación de Newton,

es similar e incluso peor que la de Leibniz ya que no se puede generalizar a un orden real.La

notación (3.7) es una de las mas usadas con la notación (3.8) en el cálculo fraccionario, son

muy similares la diferencia es que en una se presenta el intervalo de derivación, mientras

que la otra no, siendo la notación (3.8) la mas óptima de todas, sin embargo la notación del

intervalo es muy incomoda al momento de realizar cálculos o escritos con ella, por esta razón

se creará la siguiente notación propia de este documento.
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Notación 3.1 (Notación de derivada Mina). Notación para la derivada una función f , to-

mando A como región o intervalo y p el orden

D
A, x

pf , D
A

pf

Forma simplificada: Siendo I el intervalo de derivación y p el orden de la derivada

D
I

pf , D
[a, b]

pf , D
(a, b)

pf , D
(a, b]

pf , D
[a, b)

pf

Forma extendida: Siendo I el intervalo de derivación y p el orden de la derivada

D
I, x

pf , D
[a, b], x

pf , D
(a, b), x

pf , D
(a, b], x

pf , D
[a, b), x

pf

Derivadas de linea o de flujo: Siendo C el camino de derivación negativa y p el

orden

D
C

−pf ,

en el caso de las derivadas de flujo se considera la misma notación anterior agregando una

flecha en la parte redonda de la letra "D"

Teniendo en cuenta la notación anterior se tiene la definición de derivada de orden

entero como sigue

Definición 3.1 (Derivada de orden entero). La derivada de orden p donde p ∈ Z de la función
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f(x) con respecto a la variable x es

Si p > 0 entonces

D
[a, x]

−pf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k∆x)

donde

{
p

k

}
=
p(p+ k − 1)!

k!p!
= (−1)−k

(
−p
k

)

∆x =
x− a
n

Si p > 0 entonces

D
[a, x]

pf(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)p

p∑
k=0

(−1)k
(
p

k

)
f(x− k∆x)

siempre que el limite exista

Ahora se presenta un ejemplo usando la definición 3.1

Ejemplo 3.1. Calcular

D
[a, x]

−1(xα)

siendo α ∈ R

80



Solución:

Aplicando la definición 3.1 a la función f(x) = xα

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
∆x→0

(∆x)1

n∑
k=0

{
1

k

}
(x− k∆x)α

calculando
{

1

k

}

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
∆x→0

∆x
n∑
k=0

1(1 + k − 1)!

k!1!
(x− k∆x)α

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
∆x→0

∆x
n∑
k=0

k!

k!
(x− k∆x)α

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
∆x→0

∆x
n∑
k=0

k!

k!
(x− k∆x)α

como ∆x no depende del parametro de la sumatoria

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
∆x→0

n∑
k=0

(x− k∆x)α∆x

Ahora bien, como se evidencia en la anterior ecuación es una sumatoria de Riemann por

izquierda

D
[a, x]

−1 (xα) = ĺım
∆x→0

n∑
k=0

(ck)
α∆x (3.9)

con

P = {x, x−∆x, ..., x− k∆x, ..., a} , ck = x− k∆x , ∆x =
x− a
n

(3.10)
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siendo P una partición. Sin embargo esta partición lineal (3.10) no es útil y no facilita los

cálculos de esta sumatoria, por lo tanto se usará una partición polinómica

P =
{
aq0, aq1, ..., aqk−1, aqk, ..., aqn

}
cumpliéndose que

ck = aqk (3.11)

∆x = aqk − aqk−1 (3.12)

aqn = x (3.13)

Formulando la sumatoria y remplazando las ecuaciónes (3.11) y (3.12) en la ecuación (3.9)

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

n∑
k=0

(aqk)α(aqk − aqk−1)

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα
n∑
k=0

(qk)α(aqk − aqk−1)

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα+1

n∑
k=0

(qk)α+1

(
1− 1

q

)

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα+1(q − 1)

q

n∑
k=0

(qk)α+1

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα+1(q − 1)

q

n∑
k=0

(
qα+1

)k
se sabe que

∑n
k=0 r

k = 1−rn+1

1−r aplicando este hecho

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα+1(q − 1)

q

(
1− (qα+1)n+1

1− (qα+1)

)
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Como aqk = x despejando se tiene que q = (x
a
)

1
n y sustituyendo r = x

a
se obtiene

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
n→∞

aα+1(r
1
n − 1)

r
1
n

(
1− r(α+1)(1+ 1

n
)

1− r α+1
n

)

para calcular el limite se sustituye u = 1
n

si n→∞ entonces u→ 0

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
u→0

aα+1(ru − 1)

ru

(
1− r(α+1)(1+u)

1− r(α+1)u

)
D

[a, x]

−1(xα) = ĺım
u→0

aα+1(ru − 1)

ru

(
1− rα+αu+1+u

1− rαu+u

)
D

[a, x]

−1(xα) = ĺım
u→0

aα+1(ru − rα+αu+1+2u − 1 + rα+αu+1+u)

ru − rαu+2u

Como el limite es de la forma 0
0

se aplica la regla de L’Hopital

D
[a, x]

−1(xα) = ĺım
u→0

aα+1(ru − rα+αu+1+2u(α + 2) + (α + 1)rα+(α+1)u+1)

(ru − (α + 2)rαu+2u)

D
[a, x]

−1(xα) =
aα+1(1− (α + 2)rα+1 + (α + 1)rα+1)

1− α + 2

D
[a, x]

−1(xα) =
aα+1(1− rα+1)

1− α− 2

Remplazando r = x
a

se tiene

D
[a, x]

−1(xα) =

aα+1

(
1− xα+1

aα+1

)
−(α + 1)

D
[a, x]

−1(xα) = −
aα+1

(
1− xα+1

aα+1

)
α + 1

D
[a, x]

−1(xα) = −a
α+1 − xα+1

α + 1

D
[a, x]

−1(xα) =
xα+1 − aα+1

α + 1
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Finalmente,

D
[a, x]

−1 (xα) =
xα+1

α + 1
− aα+1

α + 1
, ∀α ∈ R (3.14)

3.2. Forma integral de la derivada de orden entero

Es hermoso ver como se puede calcular la derivada de orden −1 de la función xα

en la anterior sección. Sin embargo se puede observar que calcular la derivada de un orden

superior negativo puede ser complicado, por ello se observa la definición 3.1 y en el ejemplo

3.1 que la sumatoria toma forma de la sumatoria de Riemann, por lo que se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 3.1 (Derivada de orden entero negativo). Si p > 0 y f(x) es integrable en el inter-

valo [a, x]

D
[a, x]

−pf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k∆x) =

1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ

donde

{
p

k

}
=
p(p+ k − 1)!

k!p!
= (−1)−k

(
−p
k

)

∆x =
x− a
n

Demostración:

Como se puede observar se tiene tres miembros en las igualdades del teorema 3.1 donde

el primer miembro es igual al segundo miembro por la definición 3.1, el tercer miembro es

igual al primer miembro de la igualdad siempre y cuando sea igual al segundo miembro por
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transitividad de la igualdad. Concluyendo que se debe demostrar la igualdad entre el segundo

miembro y el tercer miembro de la igualdad.

ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k∆x) =

1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ (3.15)

Esta demostración se realizará por inducción

Paso 1: Para p = 1 se tiene

ĺım
∆x→0

(∆x)1

n∑
k=0

{
1

k

}
f(x− k∆x) =

1

(1− 1)!

∫ x

a

(x− τ)1−1f(τ)dτ

ĺım
∆x→0

(∆x)1

n∑
k=0

{
1

k

}
f(x− k∆x) =

1

1

∫ x

a

(x− τ)0f(τ)dτ

simplificando el segundo miembro

ĺım
∆x→0

(∆x)1

n∑
k=0

{
1

k

}
f(x− k∆x) =

∫ x

a

f(τ)dτ

ingresando ∆x en la sumatoria ya que no depende del parámetro

ĺım
∆x→0

n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k∆x)∆x =

∫ x

a

f(τ)dτ

calculando
{
p

k

}

ĺım
∆x→0

n∑
k=0

1 · (1 + k − 1)!

k!1!
f(x− k∆x)∆x =

∫ x

a

f(τ)dτ

ĺım
∆x→0

n∑
k=0

k!

k!
f(x− k∆x)∆x =

∫ x

a

f(τ)dτ
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simplificando

ĺım
∆x→0

n∑
k=0

f(x− k∆x)∆x =

∫ x

a

f(τ)dτ

por definición de sumatoria de Riemann por derecha

∫ x

a

f(y)dy =

∫ x

a

f(τ)dτ

haciendo y = τ con dy = dτ

∫ x

a

f(τ)dτ =

∫ x

a

f(τ)dτ

por lo tanto se cumple para p = 1

Paso 2: Ahora para p = m

ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}
f(x− k∆x) =

1

(m− 1)!

∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτ

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para p = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

ĺım
∆x→0

(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}
f(x− k∆x) =

1

m!

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ (3.16)

en este paso se debe partir de un miembro de la igualdad (3.16) y llegar al otro miembro

usando la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se

llegará al miembro derecho.

Para simplificar se hace la siguiente sustitución

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}
f(x− k∆x) (3.17)
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partiendo de la igualdad 3.17

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}
f(x− k∆x)

por el teorema fundamental del calculo

φ =
d

dx

∫ x

a

(
ĺım

∆x→0
(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}
f(w − k∆x)

)
dw

por propiedades de la integración se ingresa la integral en la sumatoria

φ =
d

dx

(
ĺım

∆x→0
(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x

a

f(w − k∆x)dw

)

haciendo la sustitución y = w − k∆x → dy = dw, el limite superior y(x) = x − k∆x y el

limite inferior y(a) = a − k∆x al ser una constante cada vez que ∆x → 0 el limite inferior

y(a)→ a por lo tanto si perder generalidad se tiene

φ =
d

dx

(
ĺım

∆x→0
(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)

derivando usando la definición 2.2 de derivada unilateral por izquierda

φ = ĺım
∆x→0

1

∆x

(
ĺım

∆x→0
(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− ĺım
∆x→0

(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−(k+1)∆x

a

f(y)dy

)
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aplicando propiedades de los limites

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−(k+1)∆x

a

f(y)dy

)

sabiendo que
{
m+1

k

}
=

{
m

k

}
+

{
m+1

k−1

}
y sustituyendo en la primera sumatoria

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

({
m

k

}
+

{
m+1

k−1

})∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−(k+1)∆x

a

f(y)dy

)

aplicando la propiedad de linealidad de las sumatorias

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

+ (∆x)m
n∑
k=0

{
m+1

k−1

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
n∑
k=0

{
m+1

k

}∫ x−(k+1)∆x

a

f(y)dy

)
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indexando la tercera sumatoria

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

+ (∆x)m
n∑
k=0

{
m+1

k−1

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
n+1∑
k=1

{
m+1

k−1

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)

sacando el primer termino de la segunda sumatoria y el termino n+ 1 de la tercera sumatoria

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

+ (∆x)m
{
m+1

−1

}∫ x

a

f(y)dy + (∆x)m
n∑
k=1

{
m+1

k−1

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
n∑
k=1

{
m+1

k−1

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy − (∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−(n+1)∆x

a

f(y)dy

)

simplificando la segunda sumatoria con la tercera por ser terminos semejantes

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

+ (∆x)m
{
m+1

−1

}∫ x

a

f(y)dy

− (∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−(n+1)∆x

a

f(y)dy

)
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calculando
{
m+1

b

}
cuando b→ −1

ĺım
b→−1

{
m+1

b

}
= ĺım

b→−1

(b+ 1)(m+ 1− b− 1)

m!(b+ 1)!{
m+1

−1

}
=

(−1 + 1)(m+ 1− 1− 1)

m!(−1 + 1)!{
m+1

−1

}
=

0 · (m− 1)!

m!{
m+1

−1

}
= 0

quedando el segundo termino eliminado de φ

φ = ĺım
∆x→0

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− (∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−(n+1)∆x

a

f(y)dy

)

por la linealidad del limite se distribuye en cada uno de los términos

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− ĺım
∆x→0

(∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−(n+1)∆x

a

f(y)dy
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remplazando ∆x = x−a
n

en el segundo termino en el limite superior de la integral

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− ĺım
∆x→0

(∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−(n+1)x−a
n

a

f(y)dy

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− ĺım
∆x→0

(∆x)m
{
m+1
n

}∫ x−x+a−x−a
n

a

f(y)dy

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

− ĺım
∆x→0

(∆x)m
{
m+1
n

}∫ a−∆x

a

f(y)dy

calculando el limite en el segundo termino

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

(0)m −
{
m+1
n

}∫ a

a

f(y)dy

simplificando, sabiendo que la integral se anula en el segundo termino

φ = ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

por el teorema fundamental del calculo

φ =
d

dx

∫ x

a

ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dydx
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como el limite no depende de la variable de integración o derivación se puede sacar de la

integral y derivada

φ = ĺım
∆x→0

d

dx

∫ x

a

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dydx

calculando la derivada de una integral

φ = ĺım
∆x→0

∫ x

a

d

dx

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)
dx

− ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ a−k∆x

a

f(y)dy

calculando el limite del segundo termino, además cambia el limite, ya que n→∞ si ∆x→ 0

φ = ĺım
∆x→0

∫ x

a

d

dx

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)
dx

− ĺım
n→∞

0m
n∑
k=0

{
m

k

}∫ a

a

f(y)dy

como la integral se anula y el factor externo se anula entonces el termino se anula

φ = ĺım
∆x→0

∫ x

a

d

dx

(
(∆x)m

n∑
k=0

{
m

k

}∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)
dx

por propiedades de la derivación y las sumatorias

φ = ĺım
∆x→0

∫ x

a

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}
d

dx

(∫ x−k∆x

a

f(y)dy

)
dx
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aplicando el teorema fundamental del cálculo dentro de la sumatoria

φ = ĺım
∆x→0

∫ x

a

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}
f(x− k∆x)dx

ingresando el limite dentro de la integral

φ =

∫ x

a

ĺım
∆x→0

(∆x)m
n∑
k=0

{
m

k

}
f(x− k∆x)dx

por hipótesis de inducción

φ =

∫ x

a

1

(m− 1)!

∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτdx

sacando las constantes de la integral y agrupando el interior

φ =
1

(m− 1)!

∫ x

a

(∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτ

)
dx

integrando por partes la integral del interior

φ =
1

(m− 1)!

∫ x

a

−(x− τ)mf(τ)

m

∣∣∣∣∣
x

a

− 1

m

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx

sacando 1/m de la integral

φ =
1

m!

∫ x

a

−(x− τ)mf(τ)

∣∣∣∣x
a

+

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx

evaluando los limites

φ =
1

m!

∫ x

a

(x− a)mf(a) +
1

m

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx
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distribuyendo la integral

φ =
1

m!

[∫ x

a

(x− a)mf(a)dx+

∫ x

a

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx

]

calculando la primera integral

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a)

∣∣∣∣∣
x

a

+

∫ x

a

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx

]

evaluando los limites

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a) +

∫ x

a

∫ x

a

(x− τ)mf ′(τ)dτdx

]

por propiedades de las integrales dobles se pueden interponer,ademas de reescribir la integral

doble

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a) +

∫ x

a

f ′(τ)

∫ x

a

(x− τ)mdxdτ

]

Integrando por partes la integral cuya variable de integración es τ

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a) + f(τ)

∫ x

a

(x− τ)mdx

∣∣∣∣∣
x

a

−
∫ x

a

f(τ)
d

dτ

(∫ x

a

(x− τ)mdx

)
dτ

]

derivando la integral

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a) + f(τ)

∫ x

a

(x− τ)mdx

∣∣∣∣∣
x

a

−
∫ x

a

f(τ)[−(x− τ)m]dτ

]

calculando la primera integral y sacando términos constantes de la segunda

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a) + f(τ)

(x− τ)m+1

m+ 1

∣∣∣∣∣
x

a

+

∫ x

a

f(τ)(x− τ)mdτ

]
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evaluando limites en el segundo termino

φ =
1

m!

[
(x− a)m+1

m+ 1
f(a)− f(a)

(x− a)m+1

m+ 1
+

∫ x

a

f(τ)(x− τ)mdτ

]

eliminando términos semejantes

φ =
1

m!

∫ x

a

f(τ)(x− τ)mdτ

reescribiendo la integral

φ =
1

m!

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ

finalmente se remplaza el valor de φ según la ecuación 3.17

ĺım
∆x→0

(∆x)m+1

n∑
k=0

{
m+1

k

}
f(x− k∆x) =

1

m!

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ

Así quedando demostrado.

�

Ejemplo 3.2. Calcular

D
[2, 3]

−2(5)

solución:

Aplicando el teorema 3.1 a la función f(x) = 5

D
[2, 3]

−2(5) =
1

2

∫ 3

2

(3− τ)2 · 5dτ
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sacando constantes de la integral

D
[2, 3]

−2(5) =
5

2

∫ 3

2

(3− τ)2dτ

haciendo la sustitución u = 3− τ donde du = −dτ

D
[2, 3]

−2(5) = −5

2

∫ 0

1

u2du

aplicando propiedades de la integral definida

D
[2, 3]

−2(5) =
5

2

∫ 1

0

u2du

calculando la integral

D
[2, 3]

−2(5) =
5

2
· u

3

3

∣∣∣∣1
0

evaluando los limites

D
[2, 3]

−2(5) =
5

2
· 1

3

simplificando

D
[2, 3]

−2(5) =
5

6
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3.3. Conexión y sentido

En esta sección se dará sentido matemático a la derivada de orden entero negativo para ello

se deben tener en cuenta aspectos importantes como:

1. Teorema de Leibniz

2. Integral Semilla

3. Integral repetida de Cauchy

3.3.1. Teorema de leibniz

El Teorema de Leibniz es una generalización del segundo teorema fundamental del cálculo

creado por Gottfried Wilhelm Leibniz.

Teorema 3.2 (Teorema de Leibniz). Sea f(x, τ) una función tal que, tanto f(x, τ) y su

derivada parcial fx(x, τ) son continuas en x y τ en alguna región (x, τ), incluyendo

a(x) ≤ τ ≤ b(x),x0 ≤ x ≤ x1 suponga también que las funciones a(x) y b(x) son continuas

y sus derivadas en x0 ≤ x ≤ x1. Entonces para x0 ≤ x ≤ x1.

d

dx

∫ b(x)

a(x)

f(x, τ)dτ = f(x, b(x)) · d
dx
b(x)− f(x, a(x)) · d

dx
a(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, τ)dτ

La demostración del teorema 3.2 se encuentra en el Apéndice C como demostración C.1

Ejemplo 3.3. Calcular

∫ π
2

0

ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)
dx , ∀y ∈ R
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No es una integral sencilla de calcular, se pueden usar técnicas como integrar por partes y

luego solucionar una integral trigonométrica siendo este último paso complejo, ya que, se

cuenta con un parámetro en el interior y es y.Sin embargo, se puede usar el teorema de

Leibniz para calcular esta integral. Primero se encontrará un valor inicial haciendo que

y = π
2

∫ π
2

0

ln(1 + cos
(
π
2

)
cos(x))

cos(x)
dx =

∫ π
2

0

ln(1)

cos(x)
dx∫ π

2

0

ln(1 + cos
(
π
2

)
cos(x))

cos(x)
dx =

∫ π
2

0

0dx

quedando que ∫ π
2

0

ln(1 + cos
(
π
2

)
cos(x))

cos(x)
dx = 0 (3.18)

Se deriva la integral con respecto a y

I(y) =
d

dy

∫ π
2

0

ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)
dx

luego aplicando el teorema de Leibniz

I(y) =

∫ π
2

0

∂

∂y

(
ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)

)
dx

Calculando derivada

I(y) = −
∫ π

2

0

sen(y)

1 + cos(y)cos(x)
dx

aplicando identidades trigonométricas de ángulos dobles

I(y) = −
∫ π

2

0

sen(y)(
cos2

(
x
2

)
+ sen2

(
x
2

))
+ cos(y)

(
cos2

(
x
2

)
− sen2

(
x
2

))dx
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sacando constates y aplicando identidades trigonométricas de ángulos medios se tiene

I(y) = − sen(y)

1− cos(y)

∫ π
2

0

sec2
(
x
2

)
1+cos(y)
1−cos(y)

+ tg2
(
x
2

)
usando identidades de ángulos dobles en el denominador y amplificando por 2

I(y) = − 2sen(y)

1− cos(y)

∫ π
2

0

1
2
sec2

(
x
2

)
cos2( y2 )
sen2( y2 )

+ tg2
(
x
2

)
usando una identidad trigonométrica fundamental en el denominador

I(y) = − 2sen(y)

1− cos(y)

∫ π
2

0

1
2
sec2

(
x
2

)
ctg2

(
y
2

)
+ tg2

(
x
2

)dx
reescribiendo el factor de la integral

I(y) = −2ctg
(y

2

)∫ π
2

0

1
2
sec2

(
x
2

)
ctg2

(
y
2

)
+ tg2

(
x
2

)dx
haciendo la sustitución u = tan(x/2) entonces du = 1

2
sec2

(
x
2

)
dx

I(y) = −2ctg
(y

2

)∫ 1

0

dx

ctg2
(
y
2

)
+ u2

dx

calculando la integral

I(y) = −2tg−1
(
tg
(y

2

)
u
) ∣∣∣∣1

0

evaluando limites

I(y) = −y
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Finalmente,
d

dy

∫ π
2

0

ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)
dx = −y

integrando ambos lados

∫ π
2

0

ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)
dx = C − y2

2
(3.19)

haciendo que y = π
2 ∫ π

2

0

ln(1 + cos
(
π
2

)
cos(x))

cos(x)
dx = C − π2

8

aplicando el valor inicial de la ecuación (3.18)

0 = C − π2

8

despejando C

C =
π2

8

sustituyendo el valor de C en la ecuación (3.19)

∫ π
2

0

ln(1 + cos(y)cos(x))

cos(x)
dx =

π2

8
− y2

2
(3.20)

Así, queda calculada la integral

3.4. Integral Semilla

En esta sección se creará una función integral y un teorema que facilitará la deducción del

teorema de Leibniz.
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Sea

hm(x) =

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ

donde m ∈ N y a ∈ R

Ahora bien, a partir de esta función se obtiene un resultado muy importante relacionado con

la función hm(x).

Teorema 3.3 (Teorema VitelSAC). Sea f(τ) continua en el intervalo [a, x] se tiene que

k

∫ x

a

hk−1(x)dx = hk(x)

donde k ∈ N y a ∈ R

Demostración:

Sea

hk−1(x) =

∫ x

a

(x− τ)k−1f(t)dτ

hk−1(x) =

∫ x

a

∂

∂x

(
(x− τ)k

k

)
f(τ)dτ

sumando un 0

hk−1(x) =

∫ x

a

∂

∂x

(
(x− τ)k

k

)
f(τ)dτ + 0

reescribiendo el 0 y restando un 0

hk−1(x) =

∫ x

a

∂

∂x

(
(x− τ)k

k

)
f(τ)dτ +

(x− x)k

k
f(x)

dx

dx
− 0
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reescribiendo un 0

hk−1(x) =

∫ x

a

∂

∂x

(
(x− τ)k

k

)
f(τ)dτ +

(x− x)k

k
f(x)

dx

dx
− (x− a)k

k
f(a)

da

dx

Usando el teorema 3.2 se tiene que

hk−1(x) =
d

dx

∫ x

a

(x− τ)k

k
f(τ)dτ

Ahora

hk−1(x) =
d

dx

(
1

k

∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ

)
=

1

k

d

dx

(∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ + k

∫ a

a

hk−1(x)dτ

)

Despejando

khk−1(x) =
d

dx

(∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ + k

∫ a

a

hk−1(x)dτ

)

integrando ambos miembros

∫ x

a

khk−1(x)dx =

∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ + k

∫ a

a

hk−1(x)dτ

aplicando propiedades de la igualdad

k

∫ x

a

hk−1(x)dx− k
∫ a

a

hk−1(x)dτ =

∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ
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se anula la segunda integral del primer miembro de la igualdad por propiedades de la

integración

k

∫ x

a

hk−1(x)dx =

∫ x

a

(x− τ)kf(τ)dτ

Finalmente se tiene que

k

∫ x

a

hk−1(x)dx = hk(x) (3.21)

Así queda demostrado

�

3.5. Integral repetida de Cauchy

Uno de los resultados mas importantes para interpretar matemáticamente la derivada de

orden entero negativo es el teorema de la integral repetida de Cauchy, ya que presenta una

conexión con el teorema 3.1. Usando estos dos teoremas se llega a concluir que integrar p

veces una función es la derivada de orden −p de una función.

Deducción:

Usando el teorema 3.3 con k = p− 1 se tiene que

(p− 1)

∫ x

a

hp−2(x)dx = hp−1(x)
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haciendo nuevamente de la ecuación (5.6)

(p− 1)

∫ x

a

(p− 2)

∫ x

a

hp−3(x)dxdx = hp−1(x)

(p− 1)(p− 2)

∫ x

a

∫ x

a

hp−3(x)dxdx = hp−1(x)

Si se sigue repitiendo este proceso se obtiene

(p− 1)(p− 2) · · · 2 · 1
∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

h0(x)dxdx · · · dxdx = hp−1(x)

(p− 1)!

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a

f(x)dxdxdx · · · dxdx = hp−1(x)

simplificando y pasando el factorial al miembro derecho

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ (3.22)

Teorema 3.4 (Integral repetida de Cauchy). Sea f una función continua en el intervalo [a, x]

entonces

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
p veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ

con p ∈ N

La demostración del teorema 3.4 se encuentra en el Apéndice C como demostración C.2

Ejemplo 3.4. Calcular

D
[0, 4]

−2(x)

Solución:
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usando el teorema 3.4

D
[0, x]

−2(x) =

∫ x

0

∫ x

0

xdxdx

resolviendo la integral del interior

D
[0, x]

−2(x) =

∫ x

0

x2

2

∣∣∣∣x
0

dx

evaluando limites

D
[0, x]

−2(x) =

∫ x

0

x2

2
dx

volviendo a evaluar la integral

D
[0, x]

−2(x) =
x3

6

∣∣∣∣x
0

evaluando limites

D
[0, x]

−2(x) =
x3

6
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4

Generalizando el orden de la derivada a

los reales

Matemáticos, de pie sobre los

hombros de los demás.

Karl Friedrich Gauss

En el presente capitulo se presenta la derivada de orden real desde la definición de

Caputo, Caputo-Fabrizio y algunas de sus propiedades básicas

4.1. Derivada de orden real negativa

Como se logró evidenciar en el capitulo 3, la derivada de orden entero negativo se

puede definir por medio del limite, sin embargo se buscó un método mas eficiente para calcu-

lar esta derivada, con la creación del teorema 3.1, siguiendo esta idea se extenderá la derivada

de orden entero negativo a la derivada de orden real negativa.

Dada la siguiente igualdad

D
[a, x]

−pf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)p
n∑
k=0

{
p

k

}
f(x− k∆x) =

1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ
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se logra identificar que el parámetro p ∈ Z+ es libre,brindando la opción de generalizar a

un número real α ∈ R+, sabiendo que la función gamma es la generalización de la función

factorial

(α− 1)! = Γ(α)

se obtiene el siguiente teorema

Teorema 4.1 (Derivada de orden real negativo).

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)α
n∑
k=0

{
α

k

}
f(x− k∆x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− τ)α−1f(τ)dτ

La demostración del teorema 4.1 se encuentra en el Apéndice D como demostración

D.1

Ejemplo 4.1. Calcular D
[a, x]

−(n+1/2)f(x) de la función

f(x) = k

donde k, a ∈ R y n ∈ N

Solución:

Usando el teorema 4.1

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) =

1

Γ
(
n+ 1

2

) ∫ x

a

(x− τ)n−
1
2kdτ

reescribiendo y aplicando propiedades de la integral

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) =

k

Γ
(
n+ 1

2

) ∫ x

a

(x− τ)n−
1
2dτ
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calculando la integral

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) = − k(

n+ 1
2

)
Γ
(
n+ 1

2

)(x− τ)n+ 1
2

∣∣∣∣x
a

calculando la función gamma y evaluando los limites

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) = − k(

n+ 1
2

)
· (2n)!

√
π

4nn!

(x− a)n+ 1
2

reescribiendo

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) = − k4n+1n!

2 (2n+ 1) (2n)!
√
π

(x− a)n+ 1
2

aplicando propiedades de los factoriales

D
[a, x]

−(n+ 1
2)f(x) = − k4n+1n!

2(2n+ 1)!
√
π

(x− a)n+ 1
2

La propiedad mas importante de la derivada de orden real negativo es la composición de

derivadas

Teorema 4.2 (Composición de derivadas).

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
= D

[a, x]

−(α+β)f(x)

con α, β ∈ R+

La demostración del teorema 4.2 se encuentra en el Apéndice D como demostración

D.2
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4.2. Derivada de orden real

En la sección anterior se logró evidenciar que es posible calcular derivadas de orden

real negativo. Sin embargo falta conocer las derivadas de orden real positivo a partir de las

definiciones de la propuesta realizada por Caputo, dada la propuesta hecha por (Podlubny,

1998a, page 79) y lo construido en el documento se deduce de la siguiente manera.

Si α ∈ R+ y m ∈ N se puede escribir como

α = −(m− α) +m (4.1)

donde 0 < m− 1 < α < m

Remplazando la formula 4.1

D
[a, x]

αf(x) = D
[a, x]

−(m−α)+mf(x)

tomando como composición de derivadas

D
[a, x]

αf(x) = D
[a, x]

−(m−α)

(
D

[a, x]

mf(x)

)

sabiendo que haciendo una sustitución g(x) = D
[a, x]

mf(x)

D
[a, x]

αf(x) = D
[a, x]

−(m−α)g(x)

aplicando el teorema 3.1 de la derivada de orden real negativo

D
[a, x]

αf(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

(x− τ)m−α−1g(τ)dτ
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reescribiendo

D
[a, x]

αf(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

[
(x− τ)−1

]α−m+1
g(τ)dτ

dando forma

D
[a, x]

αf(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

g(τ)

(x− τ)α−m+1
dτ

remplazando el valor de g(τ)

D
[a, x]

αf(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

1

(x− τ)α−m+1 D
[a, τ ]

m f(τ)dτ

Así teniendo la definición de derivada de Caputo

Definición 4.1 (Derivada de Caputo). La derivada de orden α de la función f(x) esta dada

por

D
[a, x]

αf(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

1

(x− τ)α−m+1 D
[a, τ ]

m f(τ)dτ

donde 0 < m− 1 < α < m con α ∈ R+ y α ∈ N

Algunas veces se nota la derivada de Caputo con una C en la parte superior izquierda

C
aD

α
xf(x)

Ejemplo 4.2. Si f(x) = (x− a)β calcular

D
[a, x]

αf(x)

donde α, β, a ∈ R+ y α < β
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Solución:

Aplicando la derivada de Caputo

D
[a, x]

α (x− a)β =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

1

(x− τ)α−m+1 D
[a, τ ]

m (τ − a)βdτ

aplicando el teorema 2.3 generalizando la potencia del polinomio a los R+

D
[a, x]

α (x− a)β =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

(τ − a)β−m

(x− τ)α−m+1
· β!

(β −m)!
dτ

aplicando la propiedad 1.2, ya que, β ∈ R+

D
[a, x]

α (x− a)β =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

(τ − a)β−m

(x− τ)α−m+1
· Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)
dτ

sacando las funciones que no dependen de la variable de integración y reescribiendo la inte-

gral

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)

∫ x

a

(x− τ)m−α−1(τ − a)β−mdτ

haciendo la sustitución τ − a = u(x − a) con diferenciales dτ = (x − a)du y cambiando

limites [a, x]τ = [0, 1]u

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)

∫ 1

0

(1−u)m−α−1(x−a)m−α−1(u(x−a))β−m(x−a)du

reescribiendo y sacando funciones que no dependen de la variable de integración

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)

∫ 1

0

(1− u)m−α−1uβ−mdu
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volviendo a reescribir

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)

∫ 1

0

u(β−m+1)−1(1− u)(m−α)−1du

aplicando la definición 1.4 de la función beta

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)
B(β −m+ 1,m− α)

aplicando la propiedad 1.6 que relaciona la función gamma con la función beta

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)
· Γ(β −m+ 1)Γ(m− α)

Γ(β − α + 1)

simplificando se tiene

D
[a, x]

α (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α

Dada la definición 4.1 de la derivada de Caputo y los teorema presentados en el capitulo 2

surgen propiedades importantes como la linealidad de la derivada de orden real

Propiedad 4.1 (Derivada de orden real de una suma y múltiplos constantes). Si f y g son

diferenciables en x de orden m, con α y β constantes, entonces

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) = α D
[a, x]

µ f(x)± β D
[a, x]

µ g(x)

donde ∀α, β, µ ∈ R

Propiedad 4.2 (Derivada de orden real de un producto). Si f y g son diferenciables en x de
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orden m, entonces

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
D

[a, x]

−(m−µ)
(
f (k)(x)g(m−k)(x)

)
donde µ ∈ R y µ < m

Propiedad 4.3 (Derivada de orden real de una función compuesta). Si f(u) es diferenciable

en cualquier orden en el punto u = g(x), y g(x) es diferenciable en cualquier orden en x,

entonces la derivada de orden µ de la función (f ◦ g)(x) = f(g(x)) es

D
[a, x]

µf(g(x)) =
∑ m!

k1!1!k1k2!2!k2 · · · km!m!km
D

[a, x]

−(m−µ)

(
f (k1+k2+···+km)(g(x)) ·

m∏
j=1

(
g(j)(x)

)kj)

donde

1 · k1 + 2 · k2 + · · ·+ k · km = m

µ ∈ R

µ < m

La demostración de las propiedades 4.1, 4.2 y 4.3 se encuentran en el Apéndice D como

demostraciones D.3, D.4 y D.5

4.3. Derivada Caputo-Fabrizio

Si se observa fijamente la derivada de Caputo

D
[a, x]

α f(x) =
1

Γ(m− α)

∫ x

a

1

(x− τ)α−m+1 D
[a, τ ]

m f(τ)dτ (4.2)
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tiene dificultades al calcularse para funciones trigonométricas y exponenciales, ya que al re-

emplazarse estas funciones y calcular sus derivadas de orden natural genera una función tri-

gonométrica mas compleja, obteniendo una integral del producto entre una función potencia

y una función trigonométrica produciendo una integral no elemental. Por lo tanto se propone

la siguiente definición

Definición 4.2 (Derivada de orden real de Caputo-Fabrizio).

D
[a, x]

αf(x) =
1

1− α

∫ x

a

e−
α(x−τ)
1−α D

[a, τ ]

m f(τ)dτ

donde α ∈ R+, m ∈ N y m− 1 < α < m

Ejemplo 4.3. Calcular la siguiente derivada con la definición de Caputo-Fabrizio

D
[a, x]

α (sen(x))

donde α ∈ R+ y b, c ∈ R

Solución:

Aplicando la definición 4.2

D
[a, x]

αsen(x) =
1

1− α

∫ x

a

e−
α(x−τ)
1−α D

[a, τ ]

m (sen(τ))dτ

calculando al derivada de orden m usando el teorema 2.9

D
[a, x]

αsen(x) =
1

1− α

∫ x

a

e−
α(x−τ)
1−α sen

(
τ +

mπ

2

)
dτ
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haciendo la sustitución u = τ + mπ/2 con diferenciales du = dτ con limites en la integral

[a, x]τ = [a+mπ/2, x+mπ/2]u

D
[a, x]

αsen(x) =
1

1− α

∫ x+mπ
2

a+mπ
2

e−
α(x−u+mπ2 )

1−α sen(u)du

reescribiendo

D
[a, x]

αsen(x) =
1

1− α
· e−

α(x+mπ2 )
1−α ·

∫ x+mπ
2

a+mπ
2

e
αu
1−α sen(u)du

calculando la integral, integrando por partes dos veces, ya que esta integral es cíclica se tiene

D
[a, x]

αsen(x) =
1

1− α
· e−

α(x+mπ2 )
1−α · e

αu
1−α(

α
1−α

)2
+ 1

(
α

1− α
sen(u)− cos(u)

) ∣∣∣∣x+mπ
2

a+mπ
2

reescribiendo

D
[a, x]

αsen(x) =
1− α

α2 + (1− α)2
· e−

α(x−u+mπ2 )
1−α

(
α

1− α
sen(u)− cos(u)

) ∣∣∣∣x+mπ
2

a+mπ
2

evaluando limites

D
[a, x]

αsen(x) =
1− α

α2 + (1− α)2

(
α

1− α
sen

(
x+

mπ

2

)
− cos

(
x+

mπ

2

))
− 1− α
α2 + (1− α)2

· e−
α(x−a)
1−α

(
α

1− α
sen

(
a+

mπ

2

)
− cos

(
a+

mπ

2

))
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5

Creación pagina web "Derivative

Calculus"

La esencia de las matemáticas

reside en su libertad.

Georg Cantor

Como uno de los resultados relevantes del trabajo es la CREACIÓN1 de Derivative

Calculus, una página creada con el objetivo generar comunidad y de usar herramientas tec-

nológicas en la investigación matemática, con el fin de brindar soluciones a problemas que se

puedan automatizar por medio de software matemático.

Esta pagina tiene el objetivo de generar comunidad abriendo paso a la derivada de orden real

y posteriores estudios, donde la comunidad académica tiene la oportunidad de comunicar

conocimiento por medio de ella y realizar simulaciones por medio de software matemático

involucrando nuevas tecnologías en cálculo simbólico y numérico (SageMath).

Dentro de la creación de la pagina web se han creado redes sociales con la intención de

hacer visible todas las ventajas que tiene una pagina web exclusiva para las derivadas.Para

ello se tuvieron en cuenta redes sociales como Facebook con el nombre de "@Derivativ-
1Cuya autoria es del autor de este documento (Jhon Mina "I")
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Calculus".Otra de las ventajas mas importantes de una cuenta en Facebook es que se puede

difundir información académica por medio de grupos privados y abiertos.

Ahora bien, para la construcción de esta pagina web se tuvieron en cuenta las siguientes

componentes

5.1. Componentes básicas de almacenamiento en la nube y

dirección web

La pagina web como identidad:

1. Nombre único: Derivative Calculus, un nombre sencillo de buscar en cualquier busca-

dor web como Google, Bing y Yahoo.

2. Slogan: "La revolución de la derivada"

3. Dominio: www.derivativecalculus.com, una dirección web internacional con termina-

ción en ".com" la cual brinda mayor visibilidad en la página en algunos buscadores,

contando con el nombre estricto de la pagina web.

4. Correos: servicio@derivativecalculus.com, dadas las condiciones del Hosting se pue-

den tener mas de 100 correos los cuales son exclusivos de la pagina web con el dominio

de la pagina web.

5. Logo rectangular: Se presenta un logo rectangular para la pagina web ubicándose en la

vista del ordenador, este logo traduce letra a letra el nombre de "Derivative Calculus "

del abecedario griego.
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Figura 5.1: Logo rectangular

6. Logo cuadrado: Se presenta un logo cuadrado para la vista móvil, la cual tiene una "D"

estilizada con una "f" de función,

Figura 5.2: Logo cuadrado

5.2. Componentes técnicos

La pagina web tiene las siguientes componentes técnicas

1. Una pagina 100 % online, solo se requiere ingresar la dirección URL desde cualquier

navegador (www.derivativecalculus.com)

2. Sistema operativo:Desde cualquier sistema operativo con conexión a internet.

3. Dispositivos: En cualquier dispositivo que tenga conexión a internet.

4. Hosting: Hostinguer, un almacenamiento en la nube No gratuito.

5. Tiempo mínimo de funcionalidad: 2 años con posible renovación.
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6. Software usado: Wordpress, SageMath y QuickLatex

5.3. Componentes accesibles

1. Aplicativos con entrada en lenguaje maquina y salida en notación matemática.

Figura 5.3: Aplicativos

2. Blog con presentación en notación matemática y comentarios en notación LATEXgenerando

notación matemática (No disponible)

3. Paginas y subpaginas

4. Pagina de contacto

5.4. Uso de aplicativos

Para el uso de cualquier aplicativo se debe tener en cuenta la siguiente información :
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1. El ingreso de funciones en lenguaje maquina teniendo en cuenta el manual de funcio-

nes aceptadas por SageMath, este se puede encontrar en la pagina de Derivative Calcu-

lus o en la siguiente URL http://derivativecalculus.com/wp-content/uploads/2022/02/

Comandos.pdf. Una de las grandes ventajas es el uso de funciones especiales como la

función error erf(x) y funciones básicas como asin(a ∗ x).

2. Una de las ventajas mas relevantes de los aplicativos creados es el uso de parámetros, ya

que se pueden ingresar funciones como f(x) = ax2 +bx+c o g(x) = arcos(eax
2+bc+c)

donde a, b, c, d ∈ R

Vale resaltar que la pagina web se esta actualizando cada momento por parte del autor,con

espera de posibles colaboradores en un futuro, bien sea para mejoras o incorporación de

nuevas actualizaciones de software.
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Conclusiones

La derivada de orden natural de una función es el punto de partida para lograr la

derivada de orden real positiva de Caputo, por ello se debe tener en cuenta las reglas de

derivación generalizadas, cuyo orden sea en los naturales.

Además, la derivada de orden natural de una función por medio del limite abre paso a la

definición de derivada de orden entero negativo de una función, ya que, esta toma la misma

forma de la sumatorias de Riemman para integrales, al tomar esta silueta se puede definir la

derivada de orden entero negativo como una integral.

Así mismo, al obtener el resultado de Leibniz y la forma integral de la derivada de orden

entero negativo, se logra adquirir un sentido matemático de la derivada, indicando que el

orden entero negativo es la integración sucesiva de la función.

Sobre la notación de la derivada en el trabajo se propone un estilo de notación mas compacta

y organizada que la propuesta por otros autores la cual menciona datos relevantes como el

orden de la derivada, región de derivación, variable de derivación y una letra especial para

dicha derivada.

Acerca de la derivada de orden real de una función se puede empezar a definir con la derivada

de orden entero negativo, ya que, depende de la función gamma y dado que la función se

puede extender a los reales se logra obtener la derivada de orden real negativo, ahora bien

si se desea calcular la derivada de orden real positivo, basta con calcular la compuesta de

derivadas, donde salen a relucir diferentes derivadas como la derivada de orden real positivo
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de Riemann-Liouville y Caputo,

RL
D

[a, x]

m

(
D

[a, x]

αf(x)

)
6= C

D
[a, x]

α

(
D

[a, x]

mf(x)

)
(5.1)

en este documento se trabajó la derivada de Caputo, sin embargo la derivada de Caputo pre-

senta dificultades al calcularse en funciones trigonométricas y otras, ya que, el núcleo de la

integral lo impide y como propuesta a estas derivadas de orden real positivo de funciones

trigonométricas se tiene la derivada de Caputo-Fabrizio.

La creación de este trabajo permite visualizar el alcance que puede tener una noción conocida

como la derivada en el cálculo, generando la sensación de construir conocimiento. Además

permite conocer el proceso de investigación matemática que han realizado autores, resaltan-

do el esfuerzo para lograr demostraciones de teoremas y generación de definiciones para esta

rama de las matemáticas.

Dentro de la investigación realizada en la bibliografía, no se logró evidenciar páginas web

con software matemático incorporado que estuvieran enfocadas en la divulgación de cono-

cimiento relacionado con las derivadas.Dando solución a este problema se creó Derivative

Calculus.

La creación de paginas web enfocadas a las matemáticas presentan algunas dificultades en la

notación matemática, bien sea, para la presentación de información por parte del autor, como

la comunicación por parte del usuario, por ello se usó una herramienta universal en notación

matemática como lo es LATEX.
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Apéndice A

Demostraciones capitulo 1

Demostrar da vida a mundos

increíbles en los cuales, afirmar en

matemáticas no es poca cosa.

Jhon Mina y José Luis Guevara

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 2

Demostración A.1 (Teorema 1.1, Linealidad Laplace). La transformada de Laplace es una

operación lineal

L[αf(x)± βg(x)](s) = αL[f(x)](s)± βL[g(x)](s)

Esta demostración se hará partiendo del miembro derecho de la igualdad llegando al

segundo miembro. Dada la definición 1.1 se tiene

L[αf(x)± βg(x)](s) =

∫ ∞
0

e−st[αf(t)± βg(t)]dt
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dentro de la integral aplicando la la distributiva respecto a la suma y/o resta en el interior de

la integral

L[αf(x)± βg(x)](s) =

∫ ∞
0

[e−stαf(t)± e−stβg(t)]dt

por la linealidad de la integral se reparte la integral

L[αf(x)± βg(x)](s) =

∫ ∞
0

e−stαf(t)dt±
∫ ∞

0

e−stβg(t)dt

sacando constantes

L[αf(x)± βg(x)](s) = α

∫ ∞
0

e−stf(t)dt± β
∫ ∞

0

e−stg(t)dt

aplicando la definición 1.1

L[αf(x)± βg(x)](s) = αL[f(x)](s)± βL[g(x)](s)

Así, quedando demostrado el teorema de la linealidad de la transformada de Laplace

�

Demostración A.2 (Teorema 1.2, Existencia transformada de Laplace). Sea f(t) una

función integrable, definida en un intervalo y satisface

|f(t)| ≤Meαt , ∀t ≥ 0

donde M y α son constantes. Entonces la transformada de Laplace de f(t) existe ∀s > α
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Calculando la integral de |f(t)e−st| en el intervalo 0 < t < b y aplicando la propiedad del

valor absoluto

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt =

∫ b

0

|f(t)|e−stdt

aplicando la hipótesis del teorema

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤ ∫ b

0

Meαte−stdt

sacando constantes y reescribiendo

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤M

∫ b

0

e−(s−α)tdt

calculando la integral

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤ − M

s− α
e−(s−α)t

∣∣∣∣b
0

evaluando los limites de integración

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤ M

s− α
[
1− e−(s−α)b

]
teniendo que s > α y haciendo que b→∞

ĺım
b→∞

∫ b

0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤ ĺım

b→∞

M

s− α
[
1− e−(s−α)b

]
calculando el limite

∫ ∞
0

∣∣f(t)e−st
∣∣ dt ≤ M

s− α
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Así, quedando demostrado el teorema de la existencia de la transformada de Laplace

�

Demostración A.3 (Teorema 1.3,Transformada de Laplace y derivada). Si f(x) satisface el

teorema 1.2 entonces

L[f ′(x)](s) = sL[f(x)](s)− f(0)

Por definición 1.1 se tiene

L[f ′(x)](s) =

∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt

integrando por partes el miembro derecho

L[f ′(x)](s) = e−stf(t)

∣∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

evaluando los limites de integración

L[f ′(x)](s) = −f(0) + s

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

reescribiendo

L[f ′(x)](s) = s

∫ ∞
0

e−stf(t)dt− f(0)

por definición de transformada de Laplace

L[f ′(x)](s) = sL[f(x)](s)− f(0)
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Así, quedando demostrado el teorema de la transformada de Laplace y la derivada

�

Demostración A.4 (Teorema 1.4,Transformada de laplace y derivada generalizado). Si

n ∈ N entonces y f(x) satisface el teorema 1.2 entonces

L[f (n)(x)](s) = snL[f(x)](s)−
n−1∑
k=0

sn−1−kf (k)(0)

Este teorema se demostrará por inducción

Paso 1: Para n = 1 se tiene

L[f (1)(x)](s) = s1L[f(x)](s)−
1−1∑
k=0

s1−1−kf (k)(0)

simplificando

L[f ′(x)](s) = s1L[f(x)](s)−
0∑

k=0

s−kf (k)(0)

aplicando el teorema 1.3 en el miembro izquierdo y desarrollando el miembro derecho de la

igualdad

sL[f(x)](s)− f(0) = sL[f(x)](s)− s0f (0)(0)

simplificando

sL[f(x)](s)− f(0) = sL[f(x)](s)− f(0)
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cumpliéndose así para n = 1.

Paso 2: Ahora para n = m

L[f (m)(x)](s) = smL[f(x)](s)−
m−1∑
k=0

sm−1−kf (k)(0)

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

L[f (m+1)(x)](s) = sm+1L[f(x)](s)−
m∑
k=0

sm−kf (k)(0) (A.1)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (A.1) y llegar al otro miembro

usando la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y

se llegará al miembro derecho.

Aplicando la definición 1.1

L[f (m+1)(x)](s) =

∫ ∞
0

e−stf (m+1)(t)dt

Integrando por partes

L[f (m+1)(x)](s) = e−stf (m)(t)

∣∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞
0

e−stf (m)(t)dt

evaluando limites

L[f (m+1)(x)](s) = −f (m)(0) + s

∫ ∞
0

e−stf (m)(t)dt
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reescribiendo

L[f (m+1)(x)](s) = s

∫ ∞
0

e−stf (m)(t)dt− f (m)(0)

aplicando la definición 1.1

L[f (m+1)(x)](s) = sL[f (m)(x)](s)− f (m)(0)

aplicando la hipótesis

L[f (m+1)(x)](s) = s

(
smL[f(x)](s)−

m−1∑
k=0

sm−1−kf (k)(0)

)
− f (m)(0)

aplicando la distributiva con respecto a la suma

L[f (m+1)(x)](s) = sm+1L[f(x)](s)− s
m−1∑
k=0

sm−1−kf (k)(0)− f (m)(0)

aplicando propiedades de la sumatoria

L[f (m+1)(x)](s) = sm+1L[f(x)](s)−
m−1∑
k=0

sm−kf (k)(0)− sm−mf (m)(0)

ingresando el termino m− simo en la sumatoria

L[f (m+1)(x)](s) = sm+1L[f(x)](s)−
m∑
k=0

sm−kf (k)(0)

Así, quedando demostrado el teorema de la transformada de Laplace y la derivada

generalizado

�
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Apéndice B

Demostraciones capitulo 2

¿Cómo es posible un error en las

matemáticas?

Henri Poincare

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 3

Demostración B.1 (Teorema 2.1, derivada de orden natural). La derivada n-ésima de la

función f(x) con respecto a la variable x es la función f (n) cuyo valor en x es

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k(∆x))

siempre y cuando el limite exista.

Demostración

Este teorema se demostrará por inducción
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Paso 1: Para n = 0 se tiene

f (0)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)0

0∑
k=0

(−1)k
(

0

k

)
f(x− k∆x)

= ĺım
∆x→0

1

(∆x)0
(−1)0

(
0

0

)
f(x− 0∆x)

= ĺım
∆x→0

1 · 1 · f(x)

= ĺım
∆x→0

f(x)

= f(x)

cumpliéndose así para n = 0.

Paso 2: Ahora para n = m

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k∆x)

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

f (m+1)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m+1

m+1∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x) (B.1)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.1) y llegar al otro miembro usando

la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se llegará
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al miembro derecho.

f (m+1)(x) =
d(m+1)f(x)

dx(m+1)

=
d(1+m)f(x)

dx(1+m)

=
d

dx

(
dmf(x)

dxm

)
=

d

dx
(f (m)(x))

Aplicando la definición de derivada unilateral por izquierda 2.2

f (m+1)(x) = ĺım
∆x→0

1

∆x
(f (m)(x)− f (m)(x−∆x)) (B.2)

Analizando el interior del paréntesis f (m)(x)− f (m)(x−∆x)

1. f (m)(x−∆x) Aplicando la hipótesis de inducción y evaluando la f (m)(x) en x−∆x.

f (m)(x−∆x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x−∆x− k∆x)

= ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− (k + 1)∆x)

Indexando la sumatoria se tiene que

f (m)(x−∆x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
f(x− k∆x)

Sacando el ultimo termino de la sumatoria

f (m)(x−∆x) = ĺım
∆x→0

[
1

(∆x)m

m∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
f(x−k∆x)+(−1)mf(x−(m+1)∆x))

]

133



2. f (m)(x)

f (m)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k∆x)

= ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

[
f(x) +

m∑
k=1

(−1)k
(
m

k

)
f(x− k∆x)

]

3. φ = f (m)(x)− f (m)(x−∆x)

φ = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

[
f(x) +

m∑
k=1

(−1)k
((

m

k

)
+

(
m

k − 1

))
f(x− k∆x)

− (−1)mf(x− (m+ 1)∆x)

]
= ĺım

∆x→0

1

(∆x)m

[
f(x) +

m∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x)

+ (−1)m+1f(x− (m+ 1)∆x)

]
= ĺım

∆x→0

1

(∆x)m

[(
m+ 1

0

)
f(x) +

m∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x)

+ (−1)m+1

(
m+ 1

m+ 1

)
f(x− (m+ 1)∆x)

]

Agregando los términos a la sumatoria

f (m)(x)− f (m)(x−∆x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m

m+1∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x) (B.3)

Remplazando (B.3) en (B.2)

f (m+1)(x) = ĺım
∆x→0

1

∆x

[
ĺım

∆x→0

1

(∆x)m

m+1∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x)

]
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Finalmente se obtiene

f (m+1)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)m+1

m+1∑
k=0

(−1)k
(
m+ 1

k

)
f(x− k∆x)

�

Demostración B.2 (Teorema 2.2, derivada de orden natural de una constante). Si una

función real tiene un valor constante f(x) = c, entonces

f (n)(x) =


c , si n = 0

0 , si n > 0

donde n ∈ N y c ∈ R

Demostración

Aplicando el teorema 2.1 a la función f(x) = c

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k(∆x))

= ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
c

= c ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= c ĺım

∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k(1)n−k
(
n

k

)
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usando el binomio de newton

= c ĺım
∆x→0

1

(∆x)n
(−1 + 1)n

= c ĺım
∆x→0

1

(∆x)n
(0)n

= c ĺım
∆x→0

0

(∆x)n

= 0

�

Demostración B.3 (Teorema 2.3 Derivada de orden natural de función potencia ). Si f(x)

es una función potencia f(x) = xp entonces

f (n)(x) =


p!

(p− n)!
xp−n , si 0 ≤ n ≤ p

0 , si n > p

donde n ∈ N y p ∈ N

Demostración 1

La primera parte (para 0 ≤ n ≤ p) del teorema 2.3 se demostrará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

f (0)(x) =
p!

(p− 0)!
xp−0

=
p!

p!
xp

= xp

= f(x)
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cumpliéndose así para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

f (m)(x) =
p!

(p−m)!
xp−m

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

f (m+1)(x) =
p!

(p−m− 1)!
xp−m−1 (B.4)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.4) y llegar al otro miembro usando

la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se llegará

al miembro derecho.

f (m+1)(x) = f (1+m)(x)

después de aplicar la conmutativa en el orden de la derivada, se procede separa las derivada

f (m+1)(x) =
d

dx

(
f (m)(x)

)

por hipótesis de inducción se tiene la derivada de orden m

f (m+1)(x) =
d

dx

(
p!

(p−m)!
xp−m

)

sacando de la derivada las constantes

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!

d

dx
(xp−m)
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aplicando el teorema 2.1 con n = 1 a la función xp−m

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
· ĺım

∆x→0

1

∆x

1∑
k=0

(−1)k
(

1

k

)
(x− k(∆x))p−m

expandiendo la suma

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
· ĺım

∆x→0

xp − (x− k∆x)p−m

∆x

Por el teorema de binomio se puede expandir (x− k∆x)p−m

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
· ĺım

∆x→0

xp−m −
∑p−m

i=0

(
p−m
i

)
(−1)ixp−m−i(∆x)i

∆x

sacando el termino para i = 0 de la sumatoria

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
ĺım

∆x→0

xp−m − xp−m −
∑p−m

i=1

(
p−m
i

)
(−1)ixp−m−i(∆x)i

∆x

simplificando términos semejantes y reescribiendo

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
ĺım

∆x→0

−1

∆x

p−m∑
i=1

(
p−m
i

)
(−1)ixp−m−i(∆x)i

ingresando −1
∆x

en la sumatoria

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
· ĺım

∆x→0

p−m∑
i=1

(
p−m
i

)
(−1)i−1xp−m−i(∆x)i−1

sacando el termino para i = 1 de la sumatoria

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!
· ĺım

∆x→0

[(
p−m

1

)
xp−m−1 +

p−m∑
i=2

(
p−m
i

)
(−1)i−1xp−m−i(∆x)i−1

]
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!

(
p−m

1

)
xp−m−1 +

p!

(p−m)!
ĺım

∆x→0

p−m∑
i=2

(
p−m
i

)
(−1)i−1xp−m−i(∆x)i−1

como i ≥ 2 y ∆x→ 0 entonces (∆x)i−1 → 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

f (m+1)(x) =
p!

(p−m)!

(
p−m

1

)
xp−m−1 + 0

sacando un termino del factorial que se encuentra en el denominador y desarrollando la

combinatoria

f (m+1)(x) =
p!(p−m)

(p−m− 1)!(p−m)
xp−m−1

simplificando

f (m+1)(x) =
p!

(p−m− 1)!
xp−m−1

quedando demostrada la primera parte del teorema 2.3. La demostración de la segunda parte

(para n ≥ p) es mas sencilla teniendo la primera parte del teorema 2.3.

Siendo n ≥ p se puede escribir n como n = m+ p donde m ∈ N, así calculando la derivada

de f (n)(x) de f(x) = xp como sigue

f (n)(x) = f (m+p)(x)

f (n)(x) =
dm

dxm
(f (p)(x))
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calculando la derivada de orden p según la generalización anterior se tiene

f (n)(x) =
dm

dxm

(
p!

(p− p)!
xp−p

)

simplificando

f (n)(x) =
dm

dxm
(p!)

como p! es una constante por el teorema 2.2 su derivada de orden m es 0

f (n)(x) = 0

quedando así demostrado el teorema 2.3

�

Demostración 2

La primera parte (para 0 ≤ n ≤ p) del teorema 2.3 se demostrará a partir del teorema 2.1.

f (n)(x) =
dn

dxn
(xp)

aplicando el teorema 2.3

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(x− k∆x)p

reescribiendo y usando el binomio de newton para reescribir (x− k∆x)p

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

∆x−n
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

) p∑
i=0

(
p

i

)
xp−i(k∆x)i(−1)i
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uniendo las sumatorias para obtener una sumatoria doble

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

∆x−n
n∑
k=0

p∑
i=0

(−1)k
(
n

k

)(
p

i

)
xp−i(k∆x)i(−1)i

intercambiando las sumatorias

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

∆x−n
p∑
i=0

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
p

i

)
xp−i(k∆x)i(−1)i

ingresando ∆x−n al interior de la sumatoria doble

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

p∑
i=0

n∑
k=0

∆x−n(−1)k
(
n

k

)(
p

i

)
xp−i(k∆x)i(−1)i

agrupando términos semejantes

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

p∑
i=0

n∑
k=0

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

sacando de la primera sumatoria el termino i = 0

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

[ p∑
i=1

n∑
k=0

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

+
n∑
k=0

(−1)k∆x−n
(
n

k

)(
p

0

)
xp
]

reescribiendo la segunda sumatoria

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

[ p∑
i=1

n∑
k=0

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

+ ∆x−n
(
p

0

)
xp

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
1n−k

]
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calculando la segunda sumatoria

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

[ p∑
i=1

n∑
k=0

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

+ ∆x−n
(
p

0

)
xp(1− 1)n

]

como para k = 0 y i = 0 la sumatoria doble se anula se comienza la sumatoria doble en

(i, k) = (1, 1)

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

p∑
i=1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

como p ≥ n se separa el parámetro i en tres intervalos

0 ≤ i ≤ n− 1

n = 1

n+ 1 ≤ i ≤ p

así obteniendo tres sumatorias

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

[ n−1∑
i=1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

+
n∑
k=1

(−1)k−n∆xn−n
(
n

k

)(
p

n

)
knxp−n

+

p∑
i=n+1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

]
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el limite de una suma es la suma de los limites

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

n−1∑
i=1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

+ ĺım
∆x→0

n∑
k=1

(−1)k−n∆xn−n
(
n

k

)(
p

n

)
knxp−n

+ ĺım
∆x→0

p∑
i=n+1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

Ahora analizando las tres sumatorias

φ = ĺım
∆x→0

n−1∑
i=1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

θ = ĺım
∆x→0

n∑
k=1

(−1)k−n∆xn−n
(
n

k

)(
p

n

)
knxp−n

α = ĺım
∆x→0

p∑
i=n+1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

1. Analizando φ: Como la sumatoria doble es alternante y los términos son iguales de 2

en 2 la suma total de los términos es igual a 0

φ = ĺım
∆x→0

n−1∑
i=1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

φ = ĺım
∆x→0

0

φ = 0

2. Analizando θ: Sacando los términos de la sumatoria que no dependen de parámetro k

θ =

(
p

n

)
ĺım

∆x→0
∆xn−nxp−n

n∑
k=1

(−1)k−n
(
n

k

)
kn
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simplificando y evaluando el limite

θ =

(
p

n

)
xp−n

n∑
k=1

(−1)k−n
(
n

k

)
kn

como
∑n

k=1(−1)k−n
(
n
k

)
kn = n!

θ =

(
p

n

)
xp−nn!

desarrolando el binomio

θ =
p!

n!(p− n)!
n!xp−n

simplificando

θ =
p!

(p− n)!
xp−n

3. Analizando α:

α = ĺım
∆x→0

p∑
i=n+1

n∑
k=1

(−1)k−i∆xi−n
(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i

ingresando el limite a la sumatoria

α =

p∑
i=n+1

n∑
k=1

ĺım
∆x→0

(−1)k−i
(
n

k

)
∆xi−n

(
p

i

)
kixp−i

Como i ≥ n+ 1 entonces i ≥ n por lo tanto cuando ∆x→ 0 también ∆xi−n → 0

α =

p∑
i=n+1

n∑
k=1

(−1)k−i(0)

(
n

k

)(
p

i

)
kixp−i
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así

α = 0

conociendo φ, θ y α se tiene

f (n)(x) = φ+ θ + α

f (n)(x) = 0 +
p!

(p− n)!
xp−n + 0

f (n)(x) =
p!

(p− n)!
xp−n

quedando demostrada la primera parte del teorema 2.3. La demostración de la segunda parte

(para n ≥ p) se encuentra en la demostración 1 de la demostración del teorema B.3.

�

Demostración B.4 (Teorema 2.4). Si p es un entero positivo y x 6= 0, entonces

dn

dxn
(x−p) = (−1)n

(p+ n− 1)!

(p− 1)!
x−(p+n)

donde n ∈ N

Demostración

Este teorema se demostrará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

d0

dx0
(x−p) = (−1)0 (p+ 0− 1)!

(p− 1)!
x−(p+0)
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simplificando

d0

dx0
(x−p) = 1 · (p− 1)!

(p− 1)!
x−p

como (p− 1)! 6= 0 se puede simplificar

d0

dx0
(x−p) = x−p

cumpliéndose así para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

dm

dxm
(x−p) = (−1)m

(p+m− 1)!

(p− 1)!
x−(p+m)

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

dm+1

dxm+1
(x−p) = (−1)m+1 (p+m)!

(p− 1)!
x−(p+m+1) (B.5)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.5) y llegar al otro miembro usando

la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se llegará

al miembro derecho.

dm+1

dxm+1
(x−p) =

d

dx

(
dm

dxm
(x−p)

)

aplicando la hipótesis de inducción del paso 2

dm+1

dxm+1
(x−p) =

d

dx

(
(−1)m

(p+m− 1)!

(p− 1)!
x−(p+m)

)
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sacando los múltiplos constantes de la derivada de primer orden

dm+1

dxm+1
(x−p) = (−1)m

(p+m− 1)!

(p− 1)!
· d
dx

(x−(p+m))

calculado la derivada

dm+1

dxm+1
(x−p) = (−1)m

(p+m− 1)!

(p− 1)!
· (−1)1(p+m)x−(p+m)−1

reescribiendo

dm+1

dxm+1
(x−p) = (−1)m+1 (p+m− 1)!(p+m)

(p− 1)!
x−(p+m+1)

simplificando

dm+1

dxm+1
(x−p) = (−1)m+1 (p+m)!

(p− 1)!
x−(p+m+1)

quedando así demostrado el teorema 2.4

�

Demostración B.5 (Teorema 2.5 Derivada de una suma y múltiplos constantes). Si f y g

son diferenciables de x en cualquier orden con α y β constantes, entonces

dn

dxn
(αf(x) + βg(x)) = αf (n)(x) + βg(n)(x)

donde ∀α, β ∈ R

Demostración
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Esta demostración se realizará a partir del teorema 2.1

sea h la suma de las funciones con los múltiplos constantes

h(x) = αf(x) + βg(x)

aplicando el teorema 2.1 a la función h siendo h(n)(x) la deriva de orden n

h(n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
h(x− k∆x)

ahora evaluando x− k∆x en h(x)

h(n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
[αf(x− k∆x) + βg(x− k∆x)]

separando la suma

h(n)(x) = ĺım
∆x→0

[
1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
αf(x− k∆x)+

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
βg(x− k∆x)

]

el limite de una suma es la suma de los limites

h(n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
αf(x− k∆x)+

ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
βg(x− k∆x)
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por propiedades de las sumatorias y de los limites se sacan las constantes α y β de las

sumatorias y los limites correspondientes ya que son constantes

h(n)(x) = α ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k∆x)+

β ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
g(x− k∆x)

por el teorema 2.1 se tiene que

f (n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(x− k∆x)

g(n)(x) = ĺım
∆x→0

1

(∆x)n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
g(x− k∆x)

sustituyendo

h(n)(x) = αf (n)(x) + βg(n)(x)

finalmente remplazando h(n)(x) se tiene

dn

dxn
(αf(x) + βg(x)) = αf (n)(x) + βg(n)(x)

quedando así demostrado el teorema 2.5

�

Demostración B.6 (Teorema 2.6, derivada de orden natural de un producto). Si f y g son
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diferenciables en cualquier orden en x, entonces también los es su producto y

(f · g)(n)(x) =
dn

dxx
(f(x)g(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

siendo n ∈ N

Demostración

Esta demostración se realizará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

(f · g)(0)(x) =
0∑

k=0

(
0

k

)
f (k)(x)g(0−k)(x)

expandiendo la sumatoria

=

(
0

0

)
f (0)(x)g(0)(x)

reescribiendo

= f(x)g(x)

por lo tanto se cumple para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

(f · g)(m)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
f (k)(x)g(m−k)(x)

Hipótesis de inducción
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Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

(f · g)(m+1)(x) =
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x) (B.6)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.6) y llegar al otro miembro usando

la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se llegará

al miembro derecho.

(f · g)(m+1)(x) =
d

dx

(
(f · g)(m)(x)

)

aplicando la hipótesis de inducción

(f · g)(m+1)(x) =
d

dx

( m∑
k=0

(
m

k

)
f (k)(x)g(m−k)(x)

)

usando el teorema 2.5 de suma y múltiplos constantes para ingresar dentro de la sumatoria el

operador

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
d

dx
(f (k)(x)g(m−k)(x))

calculando la derivada entre dos funciones

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
(f (k+1)(x)g(m−k)(x) + f (k)(x)g(m+1−k)(x))

separando sumatorias

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
f (k+1)(x)g(m−k)(x)+

m∑
k=0

(
m

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x))
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indexando la primera sumatoria

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x)+

m∑
k=0

(
m

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x))

sacando el primer termino de la segunda sumatoria

(f · g)(m+1)(x) =
m+1∑
k=1

(
m

k − 1

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x)+

f(x)g(m+1)(x) +
m∑
k=1

(
m

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x))

sacado el termino m+ 1 de la primera sumatoria

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x) +

(
m

m+ 1− 1

)
f (m+1)(x)g(m+1−(m+1))(x)+

f(x)g(m+1)(x) +
m∑
k=1

(
m

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x))

simplificando

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x) + f (m+1)(x)g(x)+

f(x)g(m+1)(x) +
m∑
k=1

(
m

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x))

sumando las dos sumatorias

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=1

((
m

k − 1

)
+

(
m

k

))
f (k)(x)g(m+1−k)(x)+

f (m+1)(x)g(x) + f(x)g(m+1)(x)

152



sumando los dos binomiales

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=1

(
m+ 1

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x)+

f (m+1)(x)g(x) + f(x)g(m+1)(x)

como f(x)g(m+1)(x) es el termino en la posición k = 0, entonces se elimina este termino y

se comienza la sumatoria en k = 0

(f · g)(m+1)(x) =
m∑
k=0

(
m+ 1

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x) + f (m+1)(x)g(x)

como f (m+1)(x)g(x) es el termino en la posición k = m+ 1, entonces se elimina y se ubica

como limite superior de la sumatoria m+ 1

(f · g)(m+1)(x) =
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
f (k)(x)g(m+1−k)(x)

cumpliéndose para n = m+ 1, así quedando demostrado

�

Demostración B.7 (Teorema 2.8, derivada de orden natural de un cociente). ]Si f = f(x) y

g = g(x) son diferenciables en cualquier orden en x, y si g(x) 6= 0, entonces el cociente

f(x)/g(x) es diferenciable en cualquier orden en x y

dn

dxn

(
f

g

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)

∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
g−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)

i!

)mi
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donde

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con
n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

Demostración

Aplicando el operador dn

dxn
al cociente f/g se tiene

dn

dxn

(
f

g

)

como g 6= 0 se puede reescribir el cociente como un producto

dn

dxn

(
f

g

)
=

dn

dxn

(
f · 1

g

)

aplicando el teorema 2.6 que se refiere a la derivada de un producto

dn

dxn

(
f

g

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)

(
1

g

)(n−k)

(B.7)

Ahora para encontrar (g−1)
(n−k) se debe aplicar el teorema 2.7

dn

dnx
p(g(x)) =

∑ n!

m1!1!m1m2!2!m2 · · ·mn!n!mn
· p(m1+m2+···+mn)(g(x)) ·

n∏
i=1

(
g(i)(x)

)mi

pero se debe conocer la derivada de orden φn−k donde φn−k = m1 + · · ·+mn−k de la
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función p(x) = x−1 que por el teorema 2.4 es

p(φn−k)(x) = (−1)φn−k
(1− φn−k − 1)!

(1− 1)!
x−[φn−k+1]

= (−1)φn−kφn−k!x
−[φn−k+1]

y evaluando en p(x) en g finalmente se tiene que

p(φn−k)(g) = (−1)φn−kφn−k!g
−[φn−k+1] (B.8)

Ahora bien se tienen todos los datos y se aplica el teorema 2.7 con la ecuación (B.8) ,

obteniendo

(
g−1
)(n−k)

=
∑ (n− k)!

m1!1!m1 · · ·mn−k!(n− k)!mn−k
(−1)φn−kφn−k!g

−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)(x)

)mi

reescribiendo

(
g−1
)(n−k)

=
∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1!1!m1 · · ·mn−k!(n− k)!mn−k
g−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)(x)

)mi

volviendo a reescribir se tiene

(
g−1
)(n−k)

=
∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
g−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)

i!

)mi
(B.9)

Remplazando la ecuación (B.9) en la ecuación (B.7) Se obtiene

dn

dxn

(
f

g

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)

∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
g−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
g(i)

i!

)mi

quedando demostrado el teorema 2.8
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Demostración B.8 (Teorema 2.9, derivada de orden natural de la función seno). Sea

f(x) = sen(x) entonces
dn

dxn
(sen(x)) = sen

(
x+

nπ

2

)
∀n ∈ N

Demostración

Esta demostración se realizará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

d0

dx0
(sen(x)) = sen

(
x+

0 · π
2

)

simplificando

d0

dx0
(sen(x)) = sen(x)

por lo tanto se cumple para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

dm

dxm
(sen(x)) = sen

(
x+

mπ

2

)

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

dm+1

dxm+1
(sen(x)) = sen

(
x+

(m+ 1)π

2

)
(B.10)
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en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.10) y llegar al otro miembro

usando la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y

se llegará al miembro derecho.

dm+1

dxm+1
(sen(x)) =

d

dx

(
dm

dxm
(sen(x))

)

aplicando la Hipótesis de inducción

dm+1

dxm+1
(sen(x)) =

d

dx

(
sen

(
x+

mπ

2

))

calculando la derivada de orden 1 la función sen(x)

dm+1

dxm+1
(sen(x)) = cos

(
x+

mπ

2

)

por la identidad cos(θ) = sen(θ + π/2) y con θ = x+mπ/2 se tiene

dm+1

dxm+1
(sen(x)) = sen

(
x+

mπ

2
+
π

2

)

sumando terminos semejantes

dm+1

dxm+1
(sen(x)) = sen

(
x+

mπ + π

2

)

agrupando en el interior de la función seno

dm+1

dxm+1
(sen(x)) = sen

(
x+

(m+ 1)π

2

)

cumpliéndose para n = m+ 1, así quedando demostrado
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Demostración B.9 (Teorema 2.10, derivada de orden natural de la función coseno). Sea

f(x) = cos(x) entonces
dn

dxn
(cos(x)) = cos

(
x+

nπ

2

)
∀n ∈ N

Demostración

Esta demostración se realizará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

d0

dx0
(cos(x)) = cos

(
x+

0 · π
2

)

simplificando

d0

dx0
(cos(x)) = cos(x)

por lo tanto se cumple para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

dm

dxm
(cos(x)) = cos

(
x+

mπ

2

)

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

dm+1

dxm+1
(cos(x)) = cos

(
x+

(m+ 1)π

2

)
(B.11)
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en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.11) y llegar al otro miembro

usando la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y

se llegará al miembro derecho.

dm+1

dxm+1
(cos(x)) =

d

dx

(
dm

dxm
(cos(x))

)

aplicando la Hipótesis de inducción

dm+1

dxm+1
(cos(x)) =

d

dx

(
cos
(
x+

mπ

2

))

calculando la derivada de orden 1 la función sen(x)

dm+1

dxm+1
(cos(x)) = −sen

(
x+

mπ

2

)

por la identidad sen(θ) = −cos(θ + π/2) y con θ = x+mπ/2 se tiene

dm+1

dxm+1
(cos(x)) = cos

(
x+

mπ

2
+
π

2

)

sumando terminos semejantes

dm+1

dxm+1
(cos(x)) = cos

(
x+

mπ + π

2

)

agrupando en el interior de la función seno

dm+1

dxm+1
(cos(x)) = cos

(
x+

(m+ 1)π

2

)

cumpliéndose para n = m+ 1, así quedando demostrado

159



�

Demostración B.10 (Teorema 2.11, derivada de orden natural de la función tangente y

cotangente). Sea f0 = tg(x) y f1 = ctg(x) entonces

dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
sen

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(cos(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
cos

(
x+

iπ

2

))mi

dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
cos

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(sen(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
sen

(
x+

iπ

2

))mi
donde

an−k =
(−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con
n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

Demostración

Parte 1 :

Esta demostración se se hará usando el teorema 2.8 que se refiere a la derivada de orden

natural de un cociente, para ello se debe expresar la tangente como un cociente

f0 = tg(x) =

(
sen(x)

cos(x)

)

finalmente la derivada de orden natural de la función tangente es la derivada de orden natural
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del cociente entre el seno y el coseno

dn

dxn

(
sen(x)

cos(x)

)

para calcular esta derivada, se usa el teorema 2.8 aplicado a la función f0 = tg(x)

dnf0

dxn
=

dn

dxn

(
sen(x)

cos(x)

)
dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(sen(x))(k)

∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
(cos(x))−[φn−k+1] · · ·

· · ·
n−k∏
i=1

(
1

i!
(cos(x))(i)

)mi

con φn−k

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con

n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

para simplificar la notación de la expresión se hace la sustitución

an−k =
(−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!

obteniendo

dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(sen(x))(k)

∑
an−k(cos(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
(cos(x))(i)

)mi
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por el teorema 2.9 se tiene que (sen(x))(k) = sen(x+ kπ/2)

dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
sen

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(cos(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
(cos(x))(i)

)mi

por el teorema 2.10 se tiene que (cos(x))i = cos(x+ iπ/2)

dnf0

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
sen

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(cos(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
cos

(
x+

iπ

2

))mi

Parte 2 :

Esta demostración se se hará usando el teorema 2.8 que se refiere a la derivada de orden

natural de un cociente, para ello se debe expresar la cotangente como un cociente

f1 = ctg(x) =

(
cos(x)

sen(x)

)

finalmente la derivada de orden natural de la función cotangente es la derivada de orden

natural del cociente entre el coseno y el seno

dn

dxn

(
cos(x)

sen(x)

)

para calcular esta derivada, se usa el teorema 2.8 aplicado a la función f1 = ctg(x)

dnf1

dxn
=

dn

dxn

(
cos(x)

sen(x)

)
dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(cos(x))(k)

∑ (−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!
(sen(x))−[φn−k+1] · · ·

· · ·
n−k∏
i=1

(
1

i!
(sen(x))(i)

)mi

162



con φn−k

φn−k =
n−k∑
i=1

mi

con

n−k∑
i=1

(i ·mi) = n− k

para simplificar la notación de la expresión se hace la sustitución

an−k =
(−1)φn−kφn−k!(n− k)!

m1! · · ·mn−k!

obteniendo

dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(cos(x))(k)

∑
an−k(sen(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
(sen(x))(i)

)mi

por el teorema 2.10 se tiene que (cos(x))(k) = cos(x+ kπ/2)

dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
cos

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(sen(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
(sen(x))(i)

)mi

por el teorema 2.9 se tiene que (sen(x))i = sen(x+ iπ/2)

dnf1

dxn
=

n∑
k=0

(
n

k

)
cos

(
x+

kπ

2

)∑
an−k(sen(x))−[φn−k+1]

n−k∏
i=1

(
1

i!
sen

(
x+

iπ

2

))mi

Quedando demostrado

�
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Demostración B.11 (Teorema 2.12,derivada de orden natural de la función exponencial ).

Si a > 0 y b > 0 entonces

dn

dxn
(
abx
)

=
(
abx
)(n)

= (bln(a))nabx

∀n ∈ N

Demostración:

Esta demostración se realizará por inducción

Paso 1: Para n = 0 se tiene

d0

dx0

(
abx
)

= (bln(a))0abx

simplificando

d0

dx0

(
abx
)

= abx

por lo tanto se cumple para n = 0

Paso 2: Ahora para n = m

dm

dxm
(
abx
)

=
(
abx
)(m)

= (bln(a))mabx

Hipótesis de inducción

Paso 3: Para n = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

dm+1

dxm+1

(
abx
)

=
(
abx
)(m+1)

= (bln(a))m+1abx (B.12)
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en este paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.12) y llegar al otro miembro

usando la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y

se llegará al miembro derecho.

dm+1

dxm+1

(
abx
)

=
d

dx

(
dm

dxm
abx
)

aplicando la hipótesis de inducción

dm+1

dxm+1

(
abx
)

=
d

dx

(
(bln(a))mabx

)
sacando las constantes

dm+1

dxm+1

(
abx
)

= (bln(a))m
d

dx

(
abx
)

calculando la derivada

dm+1

dxm+1

(
abx
)

= (bln(a))m · bln(a)abx

simplificando

dm+1

dxm+1

(
abx
)

=
(
abx
)(m+1)

= (bln(a))m+1abx

cumpliéndose para n = m+ 1, así quedando demostrado

�

Demostración B.12 (Teorema 2.13,derivada de orden natural de la función logaritmo ). Si
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b > 0 entonces

dn

dxn
logb(x) =

(−1)n−1(n− 1)!x−n

ln(b)
, ∀n ∈ N− {0}

Demostración:

dn

dxn
logb(x) =

dn

dxn

(
ln(x)

ln(b)

)

sacando las constantes

dn

dxn
logb(x) =

1

ln(b)
· d

n

dxn
(ln(x))

reescribiendo

dn

dxn
logb(x) =

1

ln(b)
· d

n−1

dxn−1

(
d

dx
ln(x)

)

calculando la derivada

dn

dxn
logb(x) =

1

ln(b)
· d

n−1

dxn−1

(
x−1
)

aplicando el teorema 2.4

dn

dxn
logb(x) =

1

ln(b)
· (−1)n−1 (1 + n− 1− 1)!

(1− 1)!
x−(1+n−1)
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simplificando

dn

dxn
logb(x) =

1

ln(b)
· (−1)n−1 (n− 1)!

(0)!
x−n

reescribir

dn

dxn
logb(x) =

(−1)n−1(n− 1)!x−n

ln(b)

Así quedando demostrado.

�

167



Apéndice C

Demostraciones capitulo 3

Las matemáticas consisten en

demostrar las cosas más obvias de

la forma menos obvia.

George Polye

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 4

Demostración C.1 (Teorema 3.2, Teorema de leibniz). Sea f(x, τ) una función tal que,

tanto f(x, τ) y su derivada parcial fx(x, τ) son continuas en x y τ en alguna región (x, τ),

incluyendo a(x) ≤ τ ≤ b(x),x0 ≤ x ≤ x1 suponga también que las funciones a(x) y b(x)

son continuas y sus derivadas en x0 ≤ x ≤ x1. Entonces para x0 ≤ x ≤ x1.

d

dx

∫ b(x)

a(x)

f(x, τ)dτ = f(x, b(x)) · d
dx
b(x)− f(x, a(x)) · d

dx
a(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, τ)dτ

Demostración:

Sea

ψ(x, a, b) =

∫ b(x)

a(x)

f(x, τ)dτ

ahora lo que realmente exige el teorema es calcular la derivada de ψ(x, a, b) con respecto a
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x, donde a = a(x) y b = b(x)

d

dx
ψ(x, a, b)

para ello se usara la regla de la cadena en variables

ψ

x ba

x

ψx

dx
dx

ψa

da
dx

ψb

db
dx

De acuerdo al diagrama de árbol se puede evidenciar cual seria la derivada

d

dx
ψ(x, a, b) =

∂ψ(x, a, b)

∂x
· dx
dx

+
∂ψ(x, a, b)

∂a
· da(x)

dx
+
∂ψ(x, a, b)

∂b
· db(x)

dx

Simplificando

d

dx
ψ(x, a, b) =

∂ψ(x, a, b)

∂x
+
∂ψ(x, a, b)

∂a
· da(x)

dx
+
∂ψ(x, a, b)

∂b
· db(x)

dx
(C.1)

Revisando de manera individual las derivadas parciales presentadas en el miembro derecho

de la ecuación (C.1)

1. ∂ψ
∂b

Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

d

dx

∫ x

k

f(x, τ)dτ = f(x, τ) ; k = constante
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Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

∂ψ

∂b
=

∂

∂b

∫ b

a

f(x, τ)dτ

= f(x, b)

= f(x, b(x))

finalmente obteniendo
∂ψ

∂b
= f(x, b(x)) (C.2)

2. ∂ψ
∂a

Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

d

dx

∫ k

x

f(x, τ)dτ = −f(x, τ) ; k = constante

Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

∂ψ

∂a
=

∂

∂a

∫ b

a

f(x, τ)dτ

= −f(x, a)

= −f(x, a(x))

finalmente obteniendo
∂ψ

∂a
= −f(x, a(x)) (C.3)

3. ∂ψ
∂x
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Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

d

dx

∫ k

n

f(x, τ)dτ =

∫ k

n

d

dx
f(x, τ)dτ ;n, k constantes

Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

∂ψ

∂x
=

∂

∂x

∫ b

a

f(x, τ)dτ

=

∫ b

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ

finalmente obteniendo
∂ψ

∂x
=

∫ b

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ (C.4)

Ahora remplazando las ecuaciones (C.2), (C.3) y (C.4) en la ecuación (C.1) se tiene

d

dx
ψ(x, a, b) =

∫ b

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ − f(x, a(x))

da(x)

dx
+ f(x, b(x)) · db(x)

dx

Organizando y simplificando se obtiene que

d

dx

∫ b(x)

a(x)

f(x, τ)dτ = f(x, b(x)) · d
dx
b(x)−f(x, a(x)) · d

dx
a(x)+

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, τ)dt (C.5)

Así, quedando demostrado el teorema de Leibniz.

�

Demostración C.2 (Teorema 3.4,Integral repetida de Cauchy). Sea f una función continua
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en el intervalo [a, x] entonces

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
p veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

(p− 1)!

∫ x

a

(x− τ)p−1f(τ)dτ

con p ∈ N

Este teorema se demostrará por inducción

Paso 1: Para p = 1 se tiene

∫ x

a

f(x)dx =
1

(1− 1)!

∫ x

a

(x− τ)1−1f(τ)dτ

simplificando

∫ x

a

f(x)dx =

∫ x

a

f(τ)dτ

cambio de variable de integración

∫ x

a

f(x)dx =

∫ x

a

f(x)dx

cumpliéndose así para p = 1.

Paso 2: Ahora para p = m

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

(m− 1)!

∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτ

Hipótesis de inducción
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Paso 3: Para p = m+ 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m+ 1

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ (C.6)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (C.6) y llegar al otro miembro usando

la hipótesis de inducción, en este caso se comenzará desde el miembro izquierdo y se llegará

al miembro derecho.

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =

∫ x

a

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m veces

f(x)dxdx · · · dxdx

 dx

aplicando la hipótesis de inducción

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =

∫ x

a

(
1

(m− 1)!

∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτ

)
dx

amplificando por m

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =

∫ x

a

(
m

m!

∫ x

a

(x− τ)m−1f(τ)dτ

)
dx

aplicando propiedades de las integrales definidas

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(∫ x

a

m(x− τ)m−1f(τ)dτ

)
dx
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reescribiendo

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(∫ x

a

∂

∂x
[(x− τ)mf(τ)] dτ

)
dx

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(
0 +

∫ x

a

∂

∂x
[(x− τ)mf(τ)] dτ

)
dx

reescribiendo

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(
(x− x)mf(x) +

∫ x

a

∂

∂x
[(x− τ)mf(τ)] dτ

)
dx

por el teorema 3.2

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

d

dx

(∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ

)
dx

por el teorema fundamental del calculo

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

(∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ −
∫ a

a

(a− τ)mf(τ)dτ

)

la segunda integral se anula ya que el limite superior es igual al limite inferior

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

∫ x

a
m+1 veces

f(x)dxdx · · · dxdx =
1

m!

∫ x

a

(x− τ)mf(τ)dτ

Así, quedando demostrado el teorema de la integral repetida de Cauchy.

�
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Apéndice D

Demostraciones capitulo 4

Ninguna investigación humana

puede ser llamada verdadera

ciencia si no puede ser demostrada

matemáticamente.

Leonardo da Vinci

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 5

Demostración D.1 (Teorema 4.1, Derivada de orden real negativo).

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)α
n∑
k=0

{
α

k

}
f(x− k∆x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− τ)α−1f(τ)dτ

Para demostrar este teorema se garantizará la existencia del limite.

Se tiene

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
∆x→0

(∆x)α
n∑
k=0

{
α

k

}
f(x− k∆x)

ingresando ∆x en la sumatoria

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
∆x→0

n∑
k=0

{
α

k

}
(∆x)αf(x− k∆x)
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reescribiendo

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
∆x→0

n∑
k=0

1

kα−1

{
α

k

}
(k∆x)α−1(∆x)f(x− k∆x)

cambiando el limite y dejando en términos del parámetro n

D
[a, x]

−αf(x) = ĺım
n→∞

n∑
k=0

1

kα−1

{
α

k

}(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)

amplificando con Γ(α)

D
[a, x]

−αf(x) =
1

Γ(α)
ĺım
n→∞

n∑
k=0

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)

Ahora bien para garantizar el teorema se debe cumplir que

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
= 1 (D.1)

ĺım
n→∞

n∑
k=0

(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)
, converge a un valor (D.2)

Evaluando el limite D.1 y por la definición de
{
α

k

}
en el teorema 3.1

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
= ĺım

k→∞

Γ(α)

kα−1
· αΓ(α + k)

Γ(k + 1)Γ(α + 1)

aplicando propiedades de los limites

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
=

αΓ(α)

Γ(α + 1)
ĺım
k→∞

Γ(α + k)

kα−1Γ(k + 1)
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evaluando el limite

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
=

αΓ(α)

Γ(α + 1)
· 1

aplicando la propiedad 1.1 de la función gamma

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
=

Γ(α + 1)

Γ(α + 1)

simplificando

ĺım
k→∞

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}
= 1

ahora bien se cumple la condición (D.1) lo que indica que cada vez que k →∞ el factor

tiende a 1, sin embargo se debe garantizar que la sumatoria (D.2) converja a la integral

deseada. Para ello se da forma de sumatoria de Riemman

ĺım
n→∞

n∑
k=0

(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)
=

= ĺım
n→∞

n∑
k=0

(
k · x− a

n

)α−1

f

(
x− k · x− a

n

)(
x− a
n

)

así por la sumatoria de Riemman por izquierda esta sumatoria converge a la siguiente

integral

ĺım
n→∞

n∑
k=0

(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)
=

=

∫ x

a

(x− τ)α−1f(τ)dτ

Ahora que converge la sumatoria y el limite del factor tiende a uno cada vez que k →∞,
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conociendo que la sumatoria esta acotada se escribe de la siguiente manera

D
[a, x]

−αf(x) =
1

Γ(α)
ĺım
n→∞

n∑
k=0

Γ(α)

kα−1

{
α

k

}(
k · x− a

n

)α−1(
x− a
n

)
f

(
x− k · x− a

n

)

Dadas las condiciones (D.1) y (D.2)

D
[a, x]

−αf(x) =
1

Γ(α)
· 1 ·

∫ x

a

(x− τ)α−1f(τ)dτ

simplificando

D
[a, x]

−αf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− τ)α−1f(τ)dτ

Así, quedando demostrado el teorema de la derivada de orden real negativo.

�

Demostración D.2 (Teorema 4.2, Composición de derivadas).

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
= D

[a, x]

−(α+β)f(x)

con α, β ∈ R+

Para esta demostración se partirá del miembro izquierdo y se llegará al miembro derecho.

Aplicando el teorema 3.1

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
= D

[a, x]

−α
(

1

Γ(β)

∫ x

a

(x− τ)β−1f(τ)dτ

)

178



volviendo aplicar el teorema 3.1

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− τ)α−1

(
1

Γ(β)

∫ τ

a

(τ − w)β−1f(w)dw

)
dτ

escribiendo como integral doble

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ τ

a

(x− τ)α−1(τ − w)β−1f(w)dwdτ

cambiando el orden de integración

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ x

w

(x− τ)α−1(τ − w)β−1f(w)dτdw

sacando f(w) de la integral del interior

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(w)

(∫ x

w

(x− τ)α−1(τ − w)β−1dτ

)
dw

haciendo la sustitución u = τ−w
x−w con diferenciales (x− w)du = dτ y cambiando limites

[w, x]τ = [0, 1]u

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(w)

(∫ 1

0

(x− τ)α−1(u(x− w))β−1(x− w)du

)
dw

sabiendo que τ = u(x− w)− w sustituyendo se tiene x− τ = (x− w)(1− u)

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(w)

(∫ 1

0

(x− w)α+β−1uβ−1(1− u)α−1du

)
dw

sacando valores que no dependen de la integral del interior

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− w)α+β−1f(w)

(∫ 1

0

uβ−1(1− u)α−1du

)
dw

179



Dada la definición 1.4 de la función beta

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− w)α+β−1f(w)B(α, β)dw

sacando como factor la función beta

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− w)α+β−1f(w)dw

aplicando la propiedad 1.6 que relaciona la función beta y la función gamma

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
· 1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− w)α+β−1f(w)dw

simplificando y haciendo cambio de variable enla integral

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
=

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− τ)α+β−1f(τ)dτ

aplicando el teorema 3.1

D
[a, x]

−α
(

D
[a, x]

−βf(x)

)
= D

[a, x]

−(α+β)f(x)

Así, quedando demostrado el teorema de composición de derivadas de orden real negativo.

�

Demostración D.3 (Propiedad 4.1, Derivada de orden real de una suma y múltiplos
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constantes). Si f y g son diferenciables en x de orden m, con α y β constantes, entonces

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) = α D
[a, x]

µ f(x)± β D
[a, x]

µ g(x)

donde ∀α, β, µ ∈ R

Aplicando la definición 4.1 siendo la derivada de Caputo

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1 D
[a, x]

m (αf(τ)± βg(τ))dτ

por el teorema 2.5dela derivada de orden natural de una suma y múltiplos constantes

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1

(
α D

[a, x]

m f(τ)± β D
[a, x]

m g(τ)

)
dτ

aplicando distributiva del producto con respecto a la suma y luego aplicando la propiedad de

linealidad de la integral

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) =
α

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1 D
[a, x]

m f(τ)dτ

± β

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1 D
[a, x]

m g(τ)dτ

finalmente aplicando la definición 4.1

D
[a, x]

µ(αf(x)± βg(x)) = α D
[a, x]

µ f(x)± β D
[a, x]

µ g(x)

Así, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de una suma y

múltiplos constantes.
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Demostración D.4 (Propiedad 4.2, Derivada de orden real de un producto). Si f y g son

diferenciables en x de orden m, entonces

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
D

[a, x]

−(m−µ)
(
f (k)(x)g(m−k)(x)

)
donde µ ∈ R y µ < m

Aplicando la definición 4.1 siendo la derivada de Caputo

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1 D
[a, x]

m (f(τ)g(τ))dτ

aplicando el teorema 2.6 de la derivada de orden natural de un producto

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1

m∑
k=0

(
m

k

)
f (k)(τ)g(m−k)(τ)dτ

aplicando propiedades de las sumatorias

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1
f (k)(τ)g(m−k)(τ)dτ

aplicando el teorema 4.1

D
[a, x]

µ(f · g)(x) =
m∑
k=0

(
m

k

)
D

[a, x]

−(m−µ)
(
f (k)(x)g(m−k)(x)

)
Así, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de un producto.
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Demostración D.5 (Propiedad 4.3, Derivada de orden real de una función compuesta). Si

f(u) es diferenciable en cualquier orden en el punto u = g(x), y g(x) es diferenciable en

cualquier orden en x, entonces la derivada de orden µ de la función (f ◦ g)(x) = f(g(x)) es

D
[a, x]

µf(g(x)) =
∑ m!

k1!1!k1k2!2!k2 · · · km!m!km
D

[a, x]

−(m−µ)

(
f (k1+k2+···+km)(g(x)) ·

m∏
j=1

(
g(j)(x)

)kj)

donde

1 · k1 + 2 · k2 + · · ·+ k · km = m

µ ∈ R

µ < m

Aplicando la definición 4.1 siendo la derivada de Caputo

D
[a, x]

µf(g(x)) =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1 D
[a, x]

m f(g(τ))dτ

aplicando el teorema 2.7 de la derivada de orden natural de una función compuesta, para

simplificar la notación φ = D
[a, x]

µf(g(x))

φ =
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1

∑ m!

k1!1!k1k2!2!k2 · · · km!m!km
f (k1+k2+···+km)(g(τ))·

m∏
j=1

(
g(j)(τ)

)kjdτ

aplicando propiedades de las sumatorias

φ =
∑ m!

k1!1!k1k2!2!k2 · · · km!m!km
1

Γ(m− µ)

∫ x

a

1

(x− τ)µ−m+1
f (k1+k2+···+km)(g(τ))·

m∏
j=1

(
g(j)(τ)

)kjdτ
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aplicando la definición 4.1 y remplazando φ = D
[a, x]

µf(g(x))

D
[a, x]

µf(g(x)) =
∑ m!

k1!1!k1k2!2!k2 · · · km!m!km
D

[a, x]

−(m−µ)

(
f (k1+k2+···+km)(g(x)) ·

m∏
j=1

(
g(j)(x)

)kj)

Así, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de una función

compuesta.

�
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