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Justificacion

Actualmente se cuenta con algunas definiciones formales de derivada de orden real,
propuestas y mejoradas por algunos matematicos como Oliver Heaviside (1850- 1925), Mar-
cel Riesz (1886- 1969) y Michele Caputo (1962-). Pierantozzi (2006) menciona que estas
definiciones formales llevaron a que mateméticos del siglo XX lograran aplicaciones en va-
rias disciplinas y temas relacionados con viscoelasticidad, difusion de ondas y crecimiento
tumoral, entre otras.

Ahora bien, lo que se espera en el trabajo de grado es realizar una generalizacién del orden
de la derivada y hacer una extension del orden natural al orden real, por medio del estudio
y andlisis de las definiciones de la derivada de orden natural y entera. Ademads, se pretende
realizar una indagacion del operador difero-integral y las propiedades que surgen en la deri-
vada de orden real. Por otra parte, se aspira exponer algunas aplicaciones de estas derivadas
en otras ciencias o en las matemadticas.

El proceso de calcular derivadas de orden real con funciones especiales o derivadas de orden
demasiado grande hace complejo la evaluacién de dicha derivada, ya que muy pocas de las
funciones a las que se aplica este operador difero-integral tienen soluciones en funciones ele-
mentales, por lo que se privilegia el trabajo bajo aproximaciones; por ello se espera presentar
un aplicativo en el que se puedan calcular estas derivadas, bien sea de manera numérica o

analitica, con una representacion grafica del problema.



Introduccion

Dios hace aritmética.

Karl Friedrich Gauss

El presente trabajo tiene por objetivo extender la derivada de orden natural a un orden
real y estudiar algunas de sus propiedades bdsicas. Para esta construccién el documento con-
tiene cuatro capitulos titulados: Funciones especiales, Derivada de orden natural, Derivada
de orden entero y Derivada de orden real. Estos incluyen definiciones, teoremas y corolarios
los cuales estdn enumerados segtn el capitulo, luego se exponen algunas conclusiones sobre
el trabajo, seguido de ello se presentan las demostraciones de los teoremas mas relevantes de
cada capitulo como anexos. Para que sea de ayuda al lector de este documento se presentan
hipervinculos (Capitulo A) de color azul para movilizarse con facilidad en el documento con
un solo clic, estos estdn destinados para capitulos, secciones, apéndices, ecuaciones, teore-
mas, definiciones y demostraciones.

Capitulo 1 contiene los requisitos basicos para trabajar la derivada de orden real, por ello
se presenta la transformada de Laplace la cual da paso a la definicion integral de la funcién
gamma, siendo esta la extension de la funcion factorial en el conjunto de los nimeros natu-
rales al conjunto de los nimeros reales, en este capitulo también se presentan algunas de las
propiedades que son de utilidad al momento de calcular algunas derivadas. Dentro de algunas
propiedades importantes se exhibe la relacion de la funcién gamma y la funcién beta.

Capitulo 2 se presenta algunas definiciones de derivada por medio del limite y a partir de una

de estas definiciones se generaliza el orden de la derivada de una funcién en el conjunto de



los naturales. Posteriormente se encuentran algunas reglas de derivacion generalizadas como
las reglas de la suma, producto, cociente y para concluir el capitulo se presentan derivadas de
orden natural de algunas funciones trigonométricas y transcendentales.

Capitulo 3 contiene la definicién de derivada de orden entero negativo de una funcién, que
se obtiene de la generalizacion dada en el capitulo 2. Posteriormente se presenta el sentido
matematico de la derivada de orden entero negativo.

Finalmente el capitulo 4 contiene la derivada de orden real negativa haciendo uso de lo en-
contrado en los capitulos anteriores. A partir de esta extension se presentan las definiciones
de derivada de orden real positivo propuestas por Caputo, ahora bien esta definicién presen-
ta dificultades para calcular algunas derivadas, como alternativa se exhibe la definicion de

Caputo-Fabrizio.



Capitulo 1

Requisitos para trabajar en la derivada

de orden real

Si yo me despertara después de
haber dormido durante mil afios,
mi primera pregunta seria: ;Ha
sido demostrada la hipétesis de

Riemann?

David Hilbert

En este capitulo se presenta funciones mas utilizadas en el calculo de derivadas de

orden real

1.1. Transformada de Laplace

En esta seccidn se dard a conocer una de las herramientas mas importantes del cdlculo,

ademds de ser una de las funciones mas usadas para la solucion de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.1 (Transformada de Laplace). Dada f(x) una funcion definida para x > 0



entonces

cons >0

Ejemplo 1.1. Encontrar la transformada de Laplace de la funcién f(z) = 1

Solucion:

Aplicando la definicién 1.1 a la funcién f(x) = 1

simplificando

calculando la integral

b—oo S

calculando los limites

b—o0 S S

calculando el limite



La transforma de Laplace cumple con la propiedad de linealidad y se enuncia en el siguiente

teorema

Teorema 1.1 (Linealidad Laplace). La transformada de laplace es una operacion lineal

Llaf(x) £ Bg(x)l(s) = allf(x)l(s) £ BL[g(x)](s)

La demostracion del teorema 1.1 se encuentra en el Apéndice A como demostracion

A.l

Ejemplo 1.2. Sea h(z) = ax + b calcular

Llh(x)](s)

cona,beR

Solucion:

Aplicando el teorema 1.1
Llax + b](s) = al[z](s) + bL[1](s)

en el ejemplo 1.1 se calculo el Laplace de la funcién f(z) = 1

Llax + b](s) = a/ooo e (t)dt + g

integrando por partes

A b
+ — / et + -
o SJo S

Claz +b(s) = — tim 2D

b—o0 S




evaluando el limite y calculando la integral

a et” b
Llax + b](s) = bh’m s
—00

o S
evaluando limites

Llaz + b](s) = 4 —1—9

s2 s

Teorema 1.2 (Existencia transformada de Laplace). Sea f(z) una funcion integrable, defini-

da en un intervalo y satisface

|f(x)| < Me™® | Yz >0

donde M y o son constantes. Entonces la transformada de Laplace de f(x) existe Vs > «

La demostracion del teorema 1.2 se encuentra en el Apéndice A como demostracion

A.2 existe un teorema que involucra la derivada y la transformada de Laplace

Teorema 1.3 (Transformada de Laplace y derivada). Si f(z) satisface el teorema 1.2 entonces

LIf"(@)](s) = sL[f(x)](s) = £(0)

La demostracion del teorema 1.3 se encuentra en el Apéndice A como demostracion
A3

Sin embargo el teorema 1.3 se puede generalizar en los naturales de la siguiente manera

Teorema 1.4 (Transformada de laplace y derivada generalizado). Sin € Ny f(z) satisface



el teorema 1.2 entonces

3
—_

LIf(2)](s) = s"LLf (@)](s) = Y 5" FH(0)

0

e
Il

La demostracion del teorema 1.4 se encuentra en el Apéndice A como demostracién

A4

Ejemplo 1.3. Dada la ecuacién diferencial

encontrar su solucion con las condiciones iniciales

Solucion:

Aplicando transformada de Laplace a la ecuacién diferencial se tiene:

Lly" — x](s) = £[0](s)

por el teorema 1.1



la trasformada de Laplace de la funcién cero es cero

SL[)(s) — sy(0) = (0) = 5 = 0
aplicando las condiciones iniciales
PL[)(s) — = = 0
despejando
Llyl(s) = =

calculando el Laplace inversa

reescribiendo

yzéﬁ‘l{%}(ﬁc)

logrando evidenciar que la transformada inversa de 3/(s**!) es x®



siendo esta la solucidn a la ecuacidn diferencial

1.2. Funcion Gamma

La funcién Gamma es importante en el célculo de derivadas de orden no real y en otros
ambitos de las matemadticas. Por ello se introduce algunas nociones bésicas y propiedades

para un posterior uso.

Esta funcién proviene de la trasformada de Laplace con s = 1 de la funcién f(z) = x~!

conociendo que o > 0 para que dicha integral converja

Definicién 1.2 (Funcién gamma integral).
Ma) = / e it ldt, a >0
0

cona € R

1.2.1. Propiedades Basicas
Dada la definicién 1.2 calculada en o + 1
MNa+1) = /000 e tdt
integrando por partes

D(a+1)=—t%"

+a / ettt
0 0

10



evaluando limites

MNa+1) = a/ooo et dt
aplicando la definicién 1.2

MNa+1)=al(a)

asi obteniendo la siguiente propiedad

Propiedad 1.1.
MNa+1)=al(a), a>0

Uno de los resultados mas importantes sobre la funcién gamma es la generalizacion
del factorial. Dada la funcién ['(n + 1) conn € Nyn 4+ 1 > 0.

Por la propiedad 1.1

I'(n+1) =nl(n)
aplicando la propiedad 1.1

I'n+1)=n(n—-1I'n-1)
volviendo aplicar la propiedad 1.1

I'n+1)=nn—-1)(n—-2)'(n—2)

I'n+1)=nn—-1)(n—-2)---T'(1)

11



usando la definicion 1.2

'n+1)=nn—-1)(n—-2)--- /000 e 't tdt
simplificando

I'(n+1)=n(n-— 1)(n—2)---/oooetdt
calculando la integral

'n+1)=nn—-1)(n—-2)---2- {—et

evaluando limites

I'n+1)=nn—1)(Mn-2)---2-1

obteniendo la siguiente propiedad

Propiedad 1.2 (Funcién gamma y la funcidn factorial). Sin € N

'n+1)=n!, n+1>0

1.2.2. Funcion Gamma como producto Infinito

Una de las definiciones conocidas de la funcién Gamma la propuso Euler como pro-

ducto infinito y se deducird como sigue.

12



Partiendo de la definicién 1.2

F(a):/ et tdt
0

reescribiendo la funcién e~* a su forma de limite

o0 t n
[(a) :/ lfm (1 — —) toldt
0 n—oo n

como n — ooy el limite superior de la integral también se saca el limite y se hace dependiente

de n el limite superior de la integral

['(a) = lim (1 - E) t*tdt
0

n—00 n

haciendo la sustitucion w = t/n con dw = dt/n con limites de integracién [0, n]; = [0, 1],

1
I'(a) = lim na/ (1 —w)" w* 'dw
0

n—0o0

integrando por partes

«

n-n

['a) = lim

n—oo  (\

1
/ (1—w)" " wdw
0

volviendo a integrar por partes

., n°nn—1) [* 2
(a)=lim —— [ (1—w)" " w*"!
() Tim N /0 (1 —w)" " w* dw

o, on*nn—-1)---2-1
F(a>—rzll—>n<>10a(a+1)~--(a+n)

13



reescribiendo

amplificando

reescribiendo

]_ 1 « -1 1 « -1
P(a) =~ lim (14= (1+9) Y (1+9)
¢ n—00 1 1 n n

escribiendo en notacién de productoria y calculando el limite

Definicién 1.3 (Funcién gamma como producto infinito (Formula de Euler)).

o0

Moy =] (1+ %)a (1+9)"

k=0

1.2.3. Formulas exactas y aproximaciones de la funcion gamma

Existen formulas y propiedades con valores exactos de la funcién gamma que facilitan

los calculos.Una de las conocidas es la de inversos.

Propiedad 1.3 (Gamma inversos). Sin,p € N — {0} entonces

(pn—(p—1)) 1!
(o) ey T

Sin embargo la propiedad 1.3 es poco usada ya que es dependiente de I'(1/p), pero

14



existe una propiedad llamada gamma medios y se enuncia como sigue.

Propiedad 1.4 (Gamma medios).

Sin € N entonces

(e ) - e

4nnl

Sin € N— {0} entonces

La propiedad 1.4 facilita calcular algunas integrales no elementales definidas

Ejemplo 1.4. Calcular la integral de f(x) = e~*" en el intervalo [0, c0)

Solucién: haciendo la sustitucién ¢ = x? con dt = 2zdx y los limites [0, 00), =

[O ) oo )t
reescribiendo

aplicando la definicién 1.2

15



reescribiendo

aplicando la propiedad 1.4

simplificando

También existe la forma trigonométrica para valores exactos de la funcién gamma

Propiedad 1.5 (Forma trigonométrica). Si o € R entonces

D@1 =) = s

1.3. Funcion Beta

La funcién mas cercana a la funcion gamma es la funcién beta y también esta definida

por una integral como sigue

Definicion 1.4 (Funcién beta). Si o, p € R

1
'B(a,,u)Z/ N1 — )Pt
0

Esta definicion se puede trasformar realizando algunas sustituciones dependiendo que

16



tipo de integral se desee.Sin embargo existe la relacién mas conocida con la funcién gam-

ma.Para ello se deducird partiendo del producto de la funciéon gammade o'y p

F(a)F(,u):/ e_tto‘_ldt/ et
0 0

cambio de variable en la segunda integral u = ¢ con du = dt

T(a)f‘(,u):/ e_tto‘_ldt/ e "u" " tdu
0 0

Ingresando la integral dentro

F(a)F(,u):/ e_tto‘_l/ e "ut dudt
0 0

haciendo la sustitucion u = ty con du = tdy y limites [0, c0); = [0, c0),

F(a)F(,u):/ e_tto‘_l/ e~ (ty) " Htdydt
0 0

reescribiendo

F(a)F(u):/ t“+“1/ e~ WDyt qydt
0 0

reescribiendo

F(a)l“(,u):/ y“l/ e~ twtDti=L gt gy
0 0

17



haciendo la sustitucion ¢t = w/(y + 1) diferenciando dt = dw/(y + 1) cambiando los limites

de integracién [0, 00); = [0, 00),,

[e'e} yu—l /oo 3 1
I'a)T = —_— e Yw* ™ dwd
@re = [ e | y

haciendo la sustitucion w = t diferenciando dw = dt cambiando los limites de integracion
[0, 00),, = [0, 00); y haciendo la sustitucién p = y/(1 — y) diferenciando dp = dy/(1 — y)?

cambiando los limites de integracién [0, 00), = [0, 1],

F(a)F(u):/O p“l(l—p)al/o e~ Y w* T L dwdp

sacando la integral y aplicando la definicién 1.2

D(a)T (1) = / 1= )Nl (o )

haciendo la sustitucién p = 1 — ¢ diferenciando dp = —dt cambiando los limites de integra-

cién [0, 1], = [0, 1)

N@Fwyzimﬁlﬂ—iwlﬁﬂa+m

aplicando la definicién 1.4

I'()I'(p) = Bla, w)I'(a + p)

despejando a la funcién beta

llegando a la siguiente propiedad

18



Propiedad 1.6 (Funcién beta y funcién gamma). Si o, p € Rt

La deduccién de la propiedad 1.6 se obtiene la siguiente propiedad

Propiedad 1.7 (La funcién beta es reflexiva). Si o, u € R*

Bla,p) = B(u, a)

19



Generalizando el orden de la derivada a

los naturales

Los matematicos nacen, no se

hacen.

Henri Poincaré

En este capitulo se presentard la construccion de la derivada de orden natural, algunas

de sus propiedades, aplicaciones en las matematicas y en otras ciencias.

2.1. Definicion de derivada
Una de las operaciones mas importantes del cdlculo es la derivada de una funcion

f(z), que también es una funcién f’(x) y esta a su vez proporciona la pendiente de la recta

tangente a la grafica de la funcién f(z) en un punto (z, f(z)).

20



(x + Az, f(x + Ax))

AN\

Rl s s 7 s 5 woon TR ) F
X T + Ax

Figura 2.1: Imagen de la definicion de derivada en = por derecha

Definicién 2.1 (Derivada unilateral por derecha). La derivada usual de la funcion o deri-
vada unilateral por derecha f(x) con respecto a la variable x, es la funcion f'(x) cuyo valor
en T es

Az >0

20y = o) = iy LA =S

Az—0 Az ’

vale resaltar que esta definicion se cumple siempre y cuando el limite exista.

Ahora se presenta un ejemplo aplicando la definicién 2.1.

Ejemplo 2.1. Derivar
fla) =2

Solucion

Aqui se tiene f(z) = 2% y aplicando la definicién 2.1

by (e Az)?—a?
fiz) = Alilllo Az

21



desarrollando el cuadrado

2 2 _ 2
o e 4 2zAx + (Ax)® — o
flz) = Alggo Az

simplificando 2>

2eAzx + (Az)?
/ R
) = Ali«rgo Az

factorizando y simplificando Az

f(z) = Alirgo (22 + Ax)

ahora evaluando el limite

f'(x) =22

Siendo 2z la derivada unilateral por izquierda de z2.
Como se observa en la imagen 2.1 que a medida que Ax — 0 este se acerca a = por la

derecha, ahora que sucede si se toma un Az pero a la izquierda de x.

22



: (z — Az, f(z — Az))

as : L

3 + s 6 7 1 ] 10 u n 1B u 15 16 1 18
A L

Figura 2.2: Imagen de la definicion de derivada en x por izquierda

Definicién 2.2 (Derivada unilateral por izquierda). La derivada unilateral por izquierda

de la funcion f(x) con respecto a la variable , es la funcion f'(x) cuyo valor en x es

20y = o) = i, LS =)

Axz—0 AJZ‘ ’ A:I; >0

vale resaltar que esta definicion se cumple siempre y cuando el limite exista.

Abhora se presentara el ejemplo 2.1 aplicando la definicién 2.2

Ejemplo 2.2. Derivar
fla) =2

Solucion

Aqui se tiene f(z) = 2% y aplicando la definicién 2.2




desarrollando el cuadrado

2? — 22 + 20Ax — (Az)?

/ R
fiz) = Alalglo Az
simplificando 2>
2xAx — (Aw)?
/ 1z
@) = Alglglo Az

factorizando y simplificando Ax

f'(x) = lim (22 — Ax)

Az—0

ahora evaluando el limite

f(x) =2z

Siendo 2z la derivada unilateral por izquierda de 2 e igual al resultado del ejemplo 2.1.
La definicion de derivada unilateral por izquierda y unilateral por derecha se acostumbra a
notar f’ (x) y f)(x) respectivamente. Sin embargo hay una definicién que no toma una sola

lateral sino las dos y esta fue estudiada por el matematico Bernhard Riemann(1826-1866).
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(I — Az, f(x — Azx))

A flx)

- S TR TE— h
T
r— Ar

Figura 2.3: Imagen de la definicion de derivada bilateral de Riemman en x

Definiciéon 2.3 (Derivada bilateral de Riemman). La derivada bilateral de la funcion f(z)

con respecto a la variable x, es la funcion f'(x) cuyo valor en  es

L ) = o) = Jim ST AD) S lr = A

A
Az—0 2Ax , Az >0

vale resaltar que esta definicion se cumple siempre y cuando el limite exista.

Ahora se presentara el ejemplo 2.1 y 2.2 aplicando la definicién 2.3.

Ejemplo 2.3. Derivar
fla) =2

Solucion

Aqui se tiene f(z) = 2% y aplicando la definicién 2.3




Desarrollando los binomios cuadrados

2?4 2xAz + (Az)? — 2% + 2zAx — (Ax)?
/ R
fey = Jim, 28a

simplificando términos semejantes y simplificando en el denominador

dax Az
/ —
flz) = Alggo 2Ax

simplificando Az, constantes y evaluando el limite

f(z) =2«

Siendo 2z la derivada bilateral de Riemman de 22 e igual al resultado del ejemplo 2.1y 2.2.
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2.2. Generalizacion del orden de la derivada

En esta seccidn se abordard la generalizacion del orden de la derivada en los naturales.

La definicion de derivada 2.2 se conoce como derivada de orden uno o primera derivada de

la funcién f(z) , ahora se calculard la segunda derivada f®(z) o f”(x) de la funcién f(z),

haciendo uso de la definicion 2.2.

o) = L f(o) = Jim LD =Sz = A0

Az—0 Az

si se calcula la derivada ¢'(x) de la funcién g(x) se obtiene

FO(@) = 51 (@) = gl

ahora calculando la derivada de g(x) aplicando la definicion de derivada 2.2

g(z) — g(x — Ax)
dx Az—0 Ax

sustituyendo (2.1) en (2.3) se obtiene

fla—Az)—f(z—2Ax)

iy f@-fe-an) g
dx Az—0 Ax

usando propiedades de los limites y sumando

d o flo)=2f(x — Ax) + f(z — 2Aw)
@) = Jlim, (B2)?
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sustituyendo (2.4) en (2.2) se tiene que

d? . fl@)=2f(x — Az) + f(x — 2Ax)
da? Az (Ar)?

(2.5)

ahora se toma como ejemplo la anterior deduccién para encontrar la tercera derivada £ (z),

tomando (2.5) como una funcién h(x)

f(x) = 2/ (¢ — Ax) + f(x — 2A2)

hz) = AI:I;IEO (Ax)? (26)
si se calcula la derivada h/(x) de la funcién h(z) se obtiene
f(3)(:z:) — d_29(x) — ih(gj) 2.7
dz? x
ahora calculando la derivada de h(z) aplicando la definicién de derivada 2.2

teniendo en cuenta las ecuaciones (2.8) y (2.7) se obtiene

f@)=2f(x—Az)+f(z—2Ax) fla—Az)-2f(z—2Az)+f(xr—3Ax)

@) = 1im A o) — Ay (&0
dx C Az—0 Ax

usando propiedades de los limites, simplificando y realizando producto de extremos se tiene

d . flx) = 3f(x — Ax) + 3f(x — 2Ax) — f(r — 3Ax)
%h(a:) B Alirilo (Azx)3 29)
sustituyendo la igualdad (2.9) en (2.7)
d? . f(x) =3f(x — Ax) + 3f(x — 2Az) — f(x — 3Ax)
G () = = _
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teniendo en cuenta los resultados obtenidos y agrupando las igualdades (2.1), (2.5) y (2.10)

fz) = [z — Ax)

d
@) = (@) = Jim

Az—0 Az
Oy = oy @) = 2f(x = Az) + f(x - 2A)
A )_daz2 ( )_Al:vﬁo (Az)?
d’ _ f(x) = 3f(z — Az) + 3f (v — 2A7) — f(z — 3Ax
FO ) = o fa) = Yo T 2322 20) (A;>3 )~ I )

Ahora se encontrard la derivada n-ésima, denotada (™ (z), de la funcién f(z) donde n €

N.Observando detalladamente las igualdades anteriores se observa los siguientes patrones:

1. En el numerador de la fraccién dentro del limite los signos se alternan

2. En el numerador de la fraccién dentro del limite los coeficientes que toma son los

nimeros combinatorios en el mismo orden del triangulo de Pascal

3. En el numerador de la fraccion dentro del limite en el interior de los paréntesis donde

estan siendo evaluadas las funciones se tiene

flz — kAx)

En conclusién se tiene que:

F(a) = Jim, o O(—l)k(Z)f(a: ~ k(Aa)



Teorema 2.1 (Derivada de orden natural). La derivada n-ésima de la funcion f(x) con res-

pecto a la variable x es la funcién f™ cuyo valor en x es

n

P = fim S 1 () flo - k) @.11)

Azx—0 (ACL‘)” P

siempre y cuando el limite exista.

La demostracion del teorema 2.1 se encuentra en el apéndice B como demostracion B.1.

Ejemplo 2.4. Calcular f'(z) aplicando el teorema 2.1 de la funcién

flx) ==

Solucion

Aplicando el teorema 2.1 a la funcién f(x) = x se obtiene

7= tim (S (e o g_m@m@)
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Dado que Y ;' (—1)*(}) = 0 se tiene que

1

) = gim S -0¢ ()8

= — lim (—1)

Az—0

en la gréfica 2.4 se encuentra la funcién f(x) = x y su derivada f'(x) = 1

Y

Figura 2.4: Derivada de f(z) = x

2.3. Reglas de derivacion

En esta seccién se encontraran algunas reglas de derivaciéon que pueden ser utiles al
calcular las derivadas de algunas funciones sin tener que aplicar el teorema 2.1 de manera

directa.

Teorema 2.2 (Derivada de orden natural de una constante). Si una funcion real tiene un valor
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constante f(x) = ¢, entonces

donden e Nyce R

La demostracion del teorema 2.2 se encuentra en el apéndice B como demostracion B.2.

Ejemplo 2.5. Calcular la derivada octava f®)(z) de f(z) = £

Solucién
Como f(z) es una funcién constante se puede aplicar el teorema 2.2 y teniendo en cuenta

que n = 8 siendo n > 0 entonces

fO@)=0

Ejemplo 2.6. Calcular f(©)(z) de

Solucién
Como la suma de constantes es constante la e + 7 es constante en consecuencia f(z) es una
funcién constante, por lo tanto se puede aplicar el teorema 2.2 y teniendo en cuenta que n = 0

entonces

)= fle)=e+n

Uno de los teoremas mas importantes de la seccién es la funcién potencia f(x) = 2 para
ello realizaremos el proceso de generalizacién para calcular la derivada f(™(®), Sea la funcién
f(z) = aP donde p € N, su primera derivada o derivada de orden uno de la funcién f(z) se

calcula de la siguiente manera
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Por el teorema 2.1 aplicado a la funcién f(x) = z? se tiene la primera derivada

, Y 1 1 »
F(z) = lim —kZ(—m(k) (z — k(Az))

Por el teorema de binomio se puede expandir (x — kAx)P

P =3 (f) (—1)aP~(Az)
Az—0 Az

simplificando términos semejantes y reescribiendo

Az—0 Az 1

i=1

1< o .
f'(z) = lim — Z (p) (—1)'zP*(Ax)"
ingresando ;—31: en la sumatoria

F= Jm 3 (M) nean

sacando el termino para ¢ = 1 de la sumatoria

@ = i, [ ()3 (7)o
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue

p= (D)o gim 3 (7) - tar- sy

=2

como i > 2y Ax — 0 entonces (Az)"~! — 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

f(z) = (’;) 7L 40

finalmente la primera derivada de f(x) = 2 es

f(@) = (f) o

Ahora para calcular la segunda derivada o paran = 2

d

7O @) = = (f'(x)

se sabe que la derivada de f(z) = 2 es f'(z) = (})2?~! y remplazando en el anterior paso

-4

aplicando el teorema 2.1
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sacando (?) de la sumatoria

161 = (2) g, 30 (- s

expandiendo la suma

7w = () gim, kA

1/ Az—0 Ax

Por el teorema de binomio se puede expandir (z — kAz)P~!

Az—0 Az

7o) = (1) gim o () (D Ay

e - (2) o a3 () () (Aay

Az—0 Ax

simplificando términos semejantes y reescribiendo

1) = @ Jim 5 (p . 1) (—1)ir i (Aa)

=1

ingresando ;—1 en la sumatoria
x

= () 0 e

sacando el termino para ¢ = 1 de la sumatoria
p p—1 — (p—1
(2) — : o p—1 E : - _qNi—1,.p—i—1 i—1
fo ) (1) Alggo K 1 )x * ‘_2( i >( Ne (Az)
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue

1

P ()07 () (e

como i > 2y Ax — 0 entonces (Az)"~! — 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

o = (1)(7] e

finalmente la deriva de de orden n = 2 de f(x) = 2P es

- ()

Teniendo en cuenta las derivadas paran = 1,2, ...

y si se continda haciendo se logra que

- (070

asi obteniendo la generalizacion paran € N
-1 —2 -3 —
Fo@) = (2)(* P PSP g
1 1 1 1 1
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simplificando y desarrollando los binomios

fP ) =pp—=1)p—2) - (p—n+ Lz
completando el factorial

f(n)(x):p(p—l)(p—2)---(p—n+1)(p—n)(p—n—1)(p—n—2)---3-2-1xp7n
p—n)p—n-1)(p-n-2)---3-2-1

ahora en el numerador se tiene el factorial de p y en el denominador el factorial de p — n, asi

obteniendo la derivada de orden natural para ¥ donde 0 < n < p

Wy — P o

este resultado se encuentra demostrado en el apéndice B como demostracién B.3. Sin embar-
go cuando n > p la derivada de f(z) = P su derivada es cero, ya que, la derivada de orden
p de esta funcion es p! y como la derivada es de mayor orden esta se anulard, para observar la
demostracion mas detallada esta se encuentra en el apéndice B como demostracion B.3.

Finalmente se obtiene el siguiente teorema con los dos ultimos resultados obtenidos al calcu-

lar la derivada de orden natural de la funcién f(x) = xP.

Teorema 2.3 (Derivada de orden natural de funcién potencia). Si f(x) es una funcion poten-

cia f(x) = xP entonces

donden e Nype N

La demostracién del teorema 2.3 se encuentra en el apéndice B como demostraciéon B.3 .

37



Aqui se presentan dos demostraciones una por induccién y otra a partir del teorema 2.1

Ejemplo 2.7. Calcular £ (z) aplicando el teorema 2.3 de la funcién

fla) =™

Solucién
como f(x) = x'? entonces es una funcién potencia donde la potencia es p = 12, asi se usard

el teorema 2.3 para calcular la derivada de orden n = 6

FO @) = (@)
aplicando el teorema 2.3 conn =6y p = 12
f(ﬁ)(x) — (121—3!6)!1,12—6
simplificando
fO ) = 16—2!!9:6

resolviendo factoriales

O (x) = 6652802°

finalmente la derivada de orden 6 de la funcién f(z) = z'? es

fO(z) = 66528025
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Figura 2.5: Imagen de la derivada de orden 6 de la funcién f(z) = x12

Ejemplo 2.8. Calcular £ (z) aplicando el teorema 2.3 de la funcién

fla) = am

donde n € N

Solucién
como f(z) = z""! entonces es una funcién potencia donde la potencia es p = n + 1, asf se

usard el teorema 2.3 para calcular la derivada de orden n

) = L (g

dnx
aplicando el teorema 2.3 connyp=n+1

Jr) = (n—l—l—n)!x "

simplificando
fW(z) = (n+ 1)z
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finalmente la derivada de orden n de la funcion f(z) = 2" es
f(x) = (n+ 1)z

Teorema 2.4 (Derivada de orden natural de funcidén potencia negativa). Si p es un entero

positivo y x # 0, entonces

n —1)!
%(:p—p) = (—1)" (p+n '1)'x—(p+N)

donde n € N

La demostracion del teorema 2.4 se encuentra en el apéndice B como demostracion B.4.

Donde presenta una demostracion por induccion.

Ejemplo 2.9. Calcular la derivada de orden 6 de la funcién

enn = 2

Solucion

Aplicando el teorema 2.4 a la funcién m(n) = 2n 3
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reescribiendo

simplificando

20160
-

m®(n) = 20160n~°

ahora evaluando en n = 2

20160 20160 315
(6) 2 = = = —
mUR) =T T 52 T s

en la figura 2.6 la grifica de la funcién m(n) = 2n=3 y m© (n).

Figura 2.6: Imagen de la derivada de orden 6 de la funcién m(n) = 2n=3

Teorema 2.5 (Derivada de una suma y multiplos constantes). Si f y g son diferenciables de

x en cualquier orden con o'y 3 constantes, entonces

n

j?(af(x) + Bg(w)) = af " () + Bg™ ()
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donde Vo, € R

La demostracién del teorema 2.5 se encuentra en apéndice B como demostracién B.5

Ejemplo 2.10. Calcular P (u) aplicando el teorema 2.5 de la funcién
P(u) = ap + ayu + au® + - - - + apu™ = Zaiui
=0
dondem e Nym >n

Solucion

se debe calcular

por el teorema 2.5 se puede ingresar ;% en la sumatoria

PO(u) =) aim—(u)
=0

como ¢ esta en el intervalo 0 < ¢ < m y como m > n se separa la sumatoria en dos, asi

dividiendo el intervalo

i
L

N
P =2 aig i) + ) aig ()

7

I
o
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en la primera sumatoria ¢ < n, se aplica la segunda parte de la derivada de orden n del
teorema 2.3 y en la segunda sumatoria ¢ > nse aplica la primera parte de la derivada de orden

n del teorema 2.3

n—1 m .
n Z! i—n
i=0 i=n ’

asi la primera sumatoria se anula por tener un 0 como multiplo manteniéndose las segunda

sumatoria

() (4} — v ien
" <u)_zl.:na’(z‘—n)!“

finalmente P™ (u) de P(z) = Y"1 a;u’ es

Solucion

Se debe calcular

d* (e 2 1
h(4)<l'> = @ (%I‘g + \/;355 — ﬁlj)
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por el teorema 2.5 se puede calcular la derivada de cada termino

d* (e d* 2 dt (1
h(4) _ 2 [ Z.9 el .5y 2 (- 7
(z) dx* (ﬂ'x T\V3” dx* \/§x
por el teorema 2.5 se pueden sacar las constantes de las derivadas en cada termino
d* 2\ d* 1\ a
R () = [ £) 2 (0 [ WO S S S W ¢
@)= (£) g6+ (V3) g - (5 ) e
en cada terminando calculando la derivada de una potencia usando teorema 2.3
W) = (EV (2,5 2V, (Y (T,
h <x>_<w>(5!>x+( s)\1)" = \5)\31)"
finalmente la derivada h*) () de h(z) es

3024 2 840
WD) = a5 + 120\@:[; —

7

Y
fla) =a'
x
Figura 2.7: Imagen de la derivada de orden 4 de la funcién h(z) = £2° + §x5 — \/Lgf

Como el teorema 2.5 garantiza que la derivada de una suma es la suma de sus derivada

para cualquier orden n, en el producto no se cumple que la derivada de un producto es el
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producto de las derivadas, esto lo asegura el siguiente teorema

Teorema 2.6 (Derivada de orden natural de un producto). Si f y g son diferenciables en

cualquier orden en x, entonces también lo es su producto y

(90 = Sl = 3 () 1P 0"

k=0

siendon € N

La demostracién del teorema 2.6 se encuentra en apéndice B como demostracién B.6

Ejemplo 2.12. Calcular la derivada de orden 3 de la funcién h(x) = (2° + 7)(z* — 19)

Solucion

Primero se identifica las funciones f(z) y g(z) de la funcién h(x)

flx)=2"+7

g(x) = 2* — 19

ahora usando el teorema 2.3 se puede calcular las derivadas de orden superior de las funciones

que se encuentran dentro de la sumatoria

51
(B) () — 5k
41 41
B=k) () _ 4-3+k _ C Ltk
9 = 1+ k"

teniendo en cuenta la informacién antes presentada se aplica el teorema 2.6

T o e e
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organizando factores

simplificando

h(a) = ; (2) = ;3?1 n k)!xG
expandiendo la sumatoria

A (z) = (24 4 180 + 240 + 60)a"
simplificando

h®)(z) = 50425

siendo h® = 5042 la derivada de orden 3 de la funcién h(z) = (2° +7)(z* — 19), se puede

evidenciar el grafico 2.8 las dos funciones

Figura 2.8: Gréfica de la funcién h(z) = (2° + 7)(z* — 19) y su derivada de orden 3
h®) (z) = 50429
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Usualmente en los libros de célculo se continua con el teorema para calcular la deri-
vada de un cociente pero en este caso se dard prioridad a la derivada de orden natural de una

funcién compuesta.

Teorema 2.7 (Derivada de orden natural de una funcién compuesta "Férmula de Faa di
Bruno"). Si f(u) es diferenciable en cualquier orden en el punto u = g(z), y g(x) es dife-
renciable en cualquier orden en x, entonces la funcion (f o g)(z) = f(g(x)) es diferenciable

en cualquier orden en x, y

dc% (g(2)) = Z n! . f(m1+m2+'"+m”)(g(x)) ) 1:[ <g(j)<x>>mj

mq!11mMimg12ime ..oy Inlma .

J

donde
1~m1+2~m2+'--+n~mn:n
también se puede obtener la forma compacta con los polinomios de Bell
dTL

T fl9(@)) = > P9(@)) - Bur(gV(x), P (@), ey g ()

La demostracion de este teorema se puede encontrar en el documento de (Karlheinz,

2005)

Ejemplo 2.13. Encontrar la derivada de orden 5 de la funcién f(g(x))

(fog9)®(x)

Solucion
Antes de comenzar aplicar el teorema 2.7 se debe conocer los valores necesarios m;. Con

n = 5 aun no se conocen los valores mq, msy, ms, ..., m, y ademds que cumplan la ecuacioén
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1-my+2-my+---+n-m, =n, para encontrar estos valores primero se tomara una lista

de 5 elementos A* = (5) yaquen =5

A=a,a,a,a,a

Segundo, se encuentran la particiones distintas que hay en la lista A

Ay =A=a,a,a,a,a]

Az = [la, a], [a, a, a]]

Az = [la], [a, a,a,d]]

Ay = [[a, ], [a, a], [a]]
As = [[a], [d], [a, a, a]]
Ag = [[a], [a], [d], [a, a]]
Az = [[d], [d], [a], [a], [a]]

Luego se toma la cantidad de elementos de cada lista

AY = A% = (5)

A} = ([a.a]*, [a,a,a]%) = (2,3)

AT = ([a]*, [a,a,a,a]%) = (1,4)

AT = ([a,a]*, [a,a]?, [a]*) = (2,2,1)

AL = ([a]*, [a]*. [, a,a]*) = (1,1,3)

AL = ([a]*, [a]*, [a]*, [a,a]*) = (1,1,1,2)

A# = ([a]#7 [a]#7 [a]#7 [a]#> [a]#) = (17 1,11, 1)
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en seguida se toma como referencia la siguiente lista sabiendo el valor de n
M, = (my,ma, ms, ..., mj, ..., My)
donde m; es la cantidad de veces que aparece el nimero j en la lista A%,

M, = (mq, ma, mg, mg, ms) = (0,0,0,0,1)
My = (mq, ma, mg, mg, ms) = (0,1,1,0,0)
M3 = (mq, ma, m3, my,ms) = (1,0,0,1,0)
M, = (mq, ma, mg, mg, ms) = (1,2,0,0,0)
Ms = (mq, mg, mg, mg, ms) = (2,0,1,0,0)
Mg = (mq, ma, mg, mg, ms) = (3,1,0,0,0)

M7 = (mh ma, Mg, My, m5) = (57 07 07 Oa O)
finalmente teniendo las soluciones para la ecuacion
1m1—|—2m2+3m3+4m4+5m5:5

teniendo todos los datos se da comienzo aplicar el teorema 2.7, vale resaltar que cada termino

de la sumatoria se obtiene de evaluar cada lista M;

> H(M;)

conj = 1,2, 3,4,5, ahora se obtiene los términos
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1. Para Ml = (ml,mQ,mg,m47m5) = (0,0,0, 0, 1)

5!

HOM) = SiamoiemoEmoam e g (@)
H(M,) = 2 (g()g® (@)

2. Para MQ = (ml,mg,mg,m4,m5) = (07 1, 1,0,0)

5!

H(M,) = FOREE (g () -

—0N(110)11(211)11(311)0!(419)0! (510)
H(Ms) = oo [ g(2)g (1) ()

H(M,) =10 (g(2))g® (2)g® (z)
3. Para M3 = (ml, Mo, M3, My, m5) = (1, 0, O, 1, 0)

5!
H(M) = fiamoremyon oo o)

H(My) = 7 (g())g (1) (2)

H(Ms) =5 (g(x)g"(x)g™ (z)
4. Para My = (my, mo, m3, my, ms) = (1,2,0,0,0)

5!
A (M) = 11(111)21(212)01(319)01(419)0! (510)

H(M,) = %)Qf@ (9(2))g () (g (2))?

H(My) = 15f(g(2))g" (2) (9P (x))?
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5. Para M5 = (my, mg, ms, my, ms) = (2,0,1,0,0)

5

5! 240414040 j "
H (M) = 2!(1!2)0!(2!0)1!(311)0!(4!0)0!(5!0)f( (@) ]Hl (g( )m)
H(Ms) = o 9 g(0) (0 ()26 )
H(Ms) = 10f® (g()) (9" ()¢ (x)
6. Para M6 = (ml, mo, M3, My, m5) = (3, 1, O, 0, 0)
5! 3+14+0+0+0 Jj "
H(Ms) = 3!(1!3)1!(2!1)0!(3!0)0!(4!0)0!(5!0)f( gla))- ]1:[1 (g( ’(x)>
H(Mo) = 2 9 (g(2) (6 (2))9 2)
H(Ms) =109 (g(2)) (9" (2))*9® (x)
7. Para M7 = (ml, Mo, M3, My, m5) = (5, 0, O, 0, 0)
5! 541404040 d j "
H (M) = 5!(1!5)0!(2!0)0!(310)0!(4!0)0!(5!0)f( . 9@ JHl (g( )<x))

H(My) = 27 0()) (6 (@)

H(Mz) = fO(g(2)) (9" (x))°
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Finalmente (f o ¢)® () de (f o g)(z) es

(fog)®(x) =) H(M,)
= H(My)+ H(My) + H(Ms3) + H(My) + H(Ms) + H(Ms) + H(M7)
= [P (g(2))g® (x) + 101 (g(2)) g (x)g"® (x) + 5P (9(x)) g (x) g™ ()
+ 1570 (g(2))g () (6 (1)) + 105 (g(a)) 6 (@) ()

+10fW(g(x)) (9" ()’ (2) + fO(g(2)) (9" ()’

Asi como la derivada de orden natural de un producto no es el producto de sus derivadas de
orden natural, la derivada de orden natural de un cociente no es el cociente de sus derivadas

de orden natural.

Teorema 2.8 (Derivada de orden natural de un cociente). Si f = f(x) y g = g(z) son
diferenciables en cualquier orden en x, y si g(x) # 0, entonces el cociente f(x)/g(x) es
diferenciable en cualquier orden en x y

[ f B " /n 8 (_1)¢n—k¢n_k!(n _ /{J)' A n—k g(i) m;
d:c"(g) _Z<k>f Z myle o my, ! g E i

k=0

donde
n—=k
gbn—k: - Z m;
i=1

con

7
ko

(i-mj))=n—k
1

2

La demostracion de este teorema 2.8 se encuentra en el apéndice B como demostra-

cion B.7

Corolario 2.1 (Derivada de orden natural de un cociente con numerador 1). Si g = g(x)
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es diferenciable en cualquier orden en x, y si g(x) # 0, entonces el cociente 1/g(x) es

diferenciable en cualquier orden en x y

)" = (5) =X e T (%)

9

donde
~Ym,
i=1

con
n

i=1

Ejemplo 2.14. Calcular la derivada de orden 3 de

Solucion

Identificando que h(x) es el cociente de las funciones

fla) =a*
glx) = 2" +1
siendo
_ @
hle) = g(x)

ahora aplicando el teorema 2.8 para h = f/g

3

% =S (Z) (29)® 3 (—1)::%_7;!(3 '— k)! (24 4 1)~ 1Bss+1 H ( zt + 1) (Z)>
s

k=0 ke
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Hasta el momento se tiene ya calculada la derivada de orden 3 de la funcién pero la esencia
es desarrollar la sumatoria para ello se calculara los terminos de la sumatoria de afuera hacia
dentro

Parak =0

3-0

3 (—1)%3-0¢3_(!(3 — 0)! 6o (z* 4+ 1)\ ™
T, = (O) ()0 g = 7701370! (¢t + 1) T T (T)

i=1

¢3¢ (3) \ ™
_ .6 3'( ~[¢3+1]
=0y CU 0 H( )

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13

1. Primera tupla (my, ms, m3) = (3,0,0) y verificando que cumpla la condicién del teo-
rema 2.8
3
d(iemi)=1-mi+2 my+3-m3=1-3+2-0+3-0=3
i=1
cumple con la condicidn, ahora se encuentra el valor de ¢3
$3=> mi=mi+my+my=3+0+0=3

=1

teniendo todos los datos se evalda en la sumatoria discreta

Jo,1 =

L N +1'1><l>ﬂ<x4 +2‘1><2>H<x4 ;n@r

=6 {(964 + 1)(1>T’

1!
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finalmente

384’
9o = @+ 1)
2. Segunda tupla (m;,ms, m3) = (1,1,0) y verificando que cumpla la condicién del

teorema 2.8
3
d(iemi)=1-m+2 my+3-mg=1-1+2-14+3-0=3
i=1
cumple con la condicién, ahora se encuentra el valor de ¢3
3
Gs= mi=mi+tmy+tmy=1+1+0=2

i=1

teniendo todos los datos se evalia en la sumatoria discreta

Jo2 =

Cor ity [(f“ T“”} 1 [@4 +2!1><2>} 1 {@4 +3!1><3>} :
_ 12 [(q;‘l + 1)(1)} 1 [(x4 + 1)(2)] 1

(x4 + 1) 1! 2!

12 g (1222}
e ()
12 o
:m(@c )(627)

B 2881°

MCERE

finalmente
_288a°
902 = (xt 4+ 1)3

3. Tercera tupla (m, ms, m3) = (0,0,1) y verificando que cumpla la condicién del teo-
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rema 2.8
3
D (i-mi)=1-m+2 my+3-m3=1-0+2-0+3-1=3
=1
cumple con la condicidn, ahora se encuentra el valor de ¢3
3
qﬁg:Zml:ml—i—mg—l—mg:O—i—O%—l:l

i=1

teniendo todos los datos se evalua en la sumatoria discreta

D L[t DO @ )]t )]
e TR 1l 5] 3
-6 (2t +1)®7!
N (x4 +1)2 3!
B 6 247\ !
N (x* 4 1)2 6
B 24x
(24 +1)2
finalmente
B 24x
Ahora se tiene que
Ty = $6(90,1 + go2 + Go,3)
6 384a” n 28817 24x
N (x4 1)*  (z*+1)3 (2 +1)2
384z 28871 2427

(2t + 1) + (2t +1)3 - (2t +1)2
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Asi teniendo el termino 7 para k = 0

38410 28811 2427

Ty = — -
D @ @

Parak =1

3 —1)%-1¢h5_41(3 — 1)! (2 O\ ™
R (G

—1-

A j?fjm L1 Wﬁ(xm@)

i=1

:18x52—( 72:2'222()( +1)° ¢2+11H(x +1) ))

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13

1. Primera tupla (m;, ms) = (2,0) y verificando que cumpla la condicién del teorema 2.8
2
S (im)=1-m+2my=1-2+2-0=2

=1

cumple con la condicidn, ahora se encuentra el valor de ¢o

:Zm1:m1+m2:2+022
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teniendo todos los datos se evaliia en la sumatoria discreta

gi,1 =

(0222 4 [(:LA + 1)<l>]2 [(afl + 1)@}0

2! 1! 2!
2 l(af* + 1)<1>}2

1!

finalmente
B 3226
T = 1)y

. Segunda tupla (m;, ms) = (0, 1) y verificando que cumpla la condicién del teorema

2.8

2
S (im)=1-m+2my=1-0+2-1=2

i=1
cumple con la condicidn, ahora se encuentra el valor de ¢o
2
¢2:Zmzzm1+m2:0+1:1

i=1

teniendo todos los datos se evaliia en la sumatoria discreta

912 = o 1 9]

2 |:(I‘4 + 1)@)] !

L&!z!(%4 L1y {(m‘* + 1)(1>}0 {(x‘l + 1)<2>} !

@12 2
2 1222

e (r)
1222

GRS
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finalmente

_ 1222
gi12 = (:p4+ 1)2

Ahora se tiene que

T = 18955(91,1 + g1.2)

_ 1845 3246 B 1222
- @+ 17 (a1 11)?

576z 216"
o (x4 +1)3 (2% +1)2

Asi teniendo el termino 77 para k = 1

576! 21627
(1 + 13 (2t41)2

T, =

Para kb =2

1 (ot 0 O 2y T (Y

=1

(—1)%1¢, 1! X r? +1 mi
= 33001 Y0t [‘“”ll( )
B ( )¢1¢1|11 (6141] ! z)
=902ty - (' +1)" +1||( )

ahora se encontraran los términos de la sumatoria discreta como en el ejemplo 2.13, siendo
como solucién la tupla (m;) = (1) asi m; = 1.
Verificando que cumpla la condicién del teorema 2.8

1

> (im)=1-m=1-1=1

i=1
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cumple con la condicién, ahora se encuentra el valor de ¢,

1
¢1 = E m; =m; =1
=1
teniendo todos los datos se evalua en la sumatoria discreta

—1)t1!
Ty = 902" %(:ﬁ +1)2 {

90x* 3
= @)
3607

Asi teniendo el termino 75 para k = 2

3607
Ty= ————
2 (z* + 1)
Parak =3
3 6(3) (.4 (0)
= 12023 (2* + 1)
= 12027 + 12023
finalmente

Ty = 12027 + 12023
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Abhora la derivada de orden 3 de la funcién h(x)es la suma de Ty, 7, 1o y T3

26 (3) B dgh(l‘)
xt+1  da3

=To+T+1T2+13

B 384215 n 28811 2427 n 57621
P+ 1) (@13 @12 (2t + 1)
21627 360x7

+ 1202”7 + 12023

- ($4 +1)? - (zt + 1)2
384z n 864z B 600z n 12023
(4 + 1) (2t +1)°%  (at+1)° t+1

Finalmente se obtiene la derivada de orden 3 para la funcién h(z)

< b )(3) _ 3842 804z 60027 | 1200°
vt 41 (4 + 1) (@t +1)?%  (at+1)° 2+l

ﬂ 26
10 h(r) = —4——

T+ 1

6 @) 15 o1 7 o3
—ZL 384 — " 4 864 — 600 — s + 120 —
! (' +1) (@ +1) @ +1)° Tl

Figura 2.9: Imagen de la derivada de orden 3 de la funcién xf—il
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2.4. Derivadas de orden natural de funciones trigonométri-

cas

En esta seccidn se mostrara las derivadas de orden natural de las seis funciones trigo-

nométricas basicas.

Teorema 2.9 (Derivada de orden natural de la funcién seno). Sea f(x) = sen(x) entonces

dn

(sen(x)) = sen <x + n_7r>

dz™ 2

Vn e N

La demostracion del teorema 2.9 se encuentra en el apéndice B como demostracion

B.8

Ejemplo 2.15. Calcular
1 ()

de la funcién f(x) = sen(x)

Solucion

Por el teorema 2.9 la derivada de orden 100 de la funcién seno es

100
fA0(z) = sen (:1: + Tﬂ>
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Ahora simplificando

f(100) (x) = sen (x + 507)
F1(2) = sen(z)cos(507) 4 sen(50m)cos(x)
f(100) (x) = sen(x)-1+0

F9 (@) = sen(x)
finalmente la derivada de orden 100 de la funcién seno simplificada es
F1 (@) = sen(x)

Teorema 2.10 (Derivada de orden natural de la funcién coseno). sea f(x) = cos(x) entonces

d" nmw

e (cos(x)) = cos <x + 7)

Vn € N

La demostracion del teorema 2.10 se encuentra en el apéndice B como demostracion

B.9

Ejemplo 2.16. Si f(x) = cos(x) entonces

FEM (@) = (=1)"f(x)

fE I (z) = (1) sen(x)
conm € N

Solucion
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Parte 1:

Como m € N entonces 2m € Ny por el teorema 2.10 se tiene que

finalmente

Parte 2:

™ (z) = cos <x + QmT?r)

™ (z) = cos(z + mmn)
O™ () = cos(z)cos(mm) — sen(z)sen(mn)
O™ () = cos(z)cos(mm)

FEM (@) = (=1)"cos(z)

Como m € N entonces (2m + 1) € Ny por el teorema 2.10 se tiene que

finalmente

e (2) = cos (af: + <2m+1)7r)

fE D (1) = cos (m +mr + g)
e (2) = —sen(x + mn)
O (2) = —sen(x)cos(mm) — sen(mm)cos(x)

fEm (z) = —(=1)"sen(x)

FEmI(2) = (1) sen(x)

FEmI(2) = (1) sen(w)
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Teorema 2.11 (Derivada de orden natural de la funcién tangente y cotangente).

Sea fo =tg(x)y fi = ctg(x) entonces

d"fo  ~= (n km (bnit1] i7r "
= ; (k;) sen <x + 7) Zan_k(cos k H .cos ?

d"fi = (n km bnt1] im\\ ™
e kZ:O (k) cos <x + 7) Z an—r(sen(x 2 H sen 7

donde
(~1)+6,-id(n — k)
Qp—f =
ma! e my_p!
n—=k
¢n—k == Z m;
i=1
con

i
o

(t-my))=n—k

=1

La demostracién del teorema 2.11 se encuentra en el apéndice B como demostracién

B.10

Corolario 2.2. Sea fy = sec(x) y f3 = csc(x) entonces

dxn Zan cos(z)) " 1¢nt1] lj ( cos ( Z;))m

d"f3 —[pn+1] - z'7r "
e :Zan(sen + H sen ?

i=1
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donde

! !
1=1

con
n

=1

Ejemplo 2.17. Calcular la derivada de orden 3 de la funcién p(v) = sec(v)

Solucion

dd_; (sec(v)) = Za3(008(x))—[¢3+1] ﬁ (%COS <x N %)>m

donde
_ (=1D)% g3
N ml!mzlmgl
3
¢3 = Zmz
i=1
con

3

> (i-mg) =3

i=1

desarrollando la sumatoria como en el ejemplo 2.13 se tiene
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1. Para la primera tupla (mq, mg, ms3) = (3,0,0)

3

¢3:Zmi:3

=1
(—1)%3131 31
3ol 1

as = —6

ahora se calculara el termino 7 de la sumatoria

1 ™ 2 ™ "
Ty = as(cos(x)) 1@+l [Fcos <x + g)] {acos (x + ;)] {gcos (x + 3;)]

remplazando

1=t [ Lo o+ 3)]

simplificando

Ty = —6sec(z) [cos <:U + g)r

Ty = —6sec*(z)(—sen(x))?
Ty = 6sec*(z)sen®(z)

Ty = 6sec(z)tg’ ()
siendo el termino 0 de la sumatoria

Ty = 6sec(z)tg’(v)
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2. Para la segunda tupla (my, me, m3) = (1,1,0)

3
¢3=Zmi=2
i—1

(—1)%2!131 2131
1110 1 12

az —

ahora se calculara el termino 77 de la sumatoria

1 ! 2 ! "
Ty = as(cos(z))~ ¢+ [ﬁcos <x + g)] {acos (x + ;)] {gcos (x + 3;)]

remplazando

T} = 12(cos(x)) [% (24 g)] | E ( § 27#)} |

simplificando

Ty = 12sec®(x)(—sen(z)) (—%cas(m))
Ty = 6sec’(z)(—sen(x))(—cos(x))
T\ = 6sec?(x)sen(r)

T, = 6sec(x)tg(z)
siendo el termino 1 de la sumatoria

Ty = 6sec(z)tg(x)
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3. Para la tercera tupla (my, ma, mg) = (0,0,1)

3

¢3=Zmi=1

=1
(-nt3t 3
oot 1

a3 = —6

ahora se calculara el termino 75 de la sumatoria

1 ! 2 ! "
Ty = as(cos(z))~ ¢+ [Fcos <x + g)] {acos (x + ;)] {gcos (x + 3;)]

remplazando

Ty = —6(cos(x)) > l%cos (x i 3;)1 |

simplificando

1 3
Ty = —6sec?(x) [gcos (:U + g)}

Ty = —sec®(x)cos (:I: + g)

Ty = sec®(x)sen(z)sen <377T)

T, = —sec?®(x)sen(z)

Ty = —sec(x)tg(x)
siendo el termino 2 de la sumatoria

Ty = —sec(x)tg(z)
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sumando los términos 7,717,715

d3
@(sec(aﬁ)) =To+T1+T5

= Gsec(n)tg®(v) + 6sec(z)tg(x) — sec(x)tg(x)

= 6sec(z)tg*(x) + bsec(x)tg(x)

Finalmente
d3p

5 = p® (z) = 6sec(x)tg®(x) + bsec(x)tg(x)

Figura 2.10: Imagen de la tercera derivada de la funcion secante

2.5. Derivadas de orden natural de algunas funciones tras-

cendentales

En esta seccion se encontraran las derivadas de orden natural de las funciones tras-

cendentales a” y log,(x)
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Teorema 2.12 (Derivada de orden natural de la funcién a®®). Sia > 0y b > 0 entonces

.

b\ _ (bw) (M) _ n bx
(@) = (@) = (bin(a))"a

Vn €N

La demostracién del teorema 2.12 se encuentra en el apéndice B como demostraciéon

B.11

Ejemplo 2.18. Calcular la derivada de orden n de la

fo(x) = senh(x)

fi(x) = cosh(x)

Solucion

Primero se expresa fy = senh(z) en términos de la funcién e® y e=*

% (senh(z)) = = (636 - ”)

dz™

aplicando el teorema 2.5de la derivada de una suma y multiplos constantes

" 1 a , ., 1 d , _,
a ) =5 T @) =g g )
aplicando el teorema 2.12
L (senh(x)) =  ((In(e))"e") - = ((=in(e))"e™)
T (senh(z)) = S ((in(e))"e 5 n(e))"e
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simplificando se obtiene que

4" B ¥ + (_1)n+1€—$
e (senh(x)) = 5

Luego se expresa f; = cosh(x) en términos de la funcién e* y e~*

%(wsh(m)): d" (ex%—e_x)

aplicando el teorema 2.5de la derivada de una suma y multiplos constantes

n

— (cosh(z)) = % ~ % (e®) + 5 T ()

dz™

aplicando el teorema 2.12

n

— (cosh(z)) =

dz™

((In(e))"e”) + % ((=In(e)"e™™)

N | —

simplificando se obtiene que

dn B ez _|_ (_1)n€f:p
e (cosh(zx)) = 5
Concluyendo que
dnfo _ dr B €x+(_1)n+1€—a¢
T = Iom (senh(x)) = 5
dnfl B dn B 6x+ (_1)716—:(3
T = o (cosh(x)) = 5

Teorema 2.13 (Derivada de orden natural de la funcién logaritmo). Si b > 0 entonces

() = U 17(;26; D™ e N— {0}

dz™
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La demostracién del teorema 2.13 se encuentra en el apéndice B como demostracién

B.12

Ejemplo 2.19. Calcular la derivada de orden n! de

[ (@) = logm ()

donde n,m € N

Soluciéon
Aplicando el teorema 2.13 a la funcién f(x)
dn'f( ) dn'
de‘n! d n! (lOgml( ))
d"f(z) (=)™ (ol = 1)z

dzm In(m!)

reescribiendo

d™ f(x) _ (=)™ (n! — 1)z~
do ST (i)

como n! factorial es paryaquen! =1-2-3---n=2-1-3---n =2 k se tiene

d™ f(x) (n! — Dl

drt S )

reescribiendo

-1
d™ f( |
di”' <Z In(i ) (n! —1)lx™™
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finalmente

% =— (x”! iln(z)) 7 (n! —1)!

=1
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Generalizando el orden de la derivada a

los enteros

Todas las verdades de las
matematicas estan vinculadas entre

si.

Adrien-Marie Legendre

En este capitulo se encuentra la conexién entre la derivada de orden natural con la

derivada de orden entero y la nocién de derivada de orden negativo.

3.1. Definicion de derivada de orden entero

Generalizando el teorema 2.1 donde el pardmetro n es libre y remplazandolo por el

pardmetro m obteniendo lo siguiente

Fa) = Jim e S 0f () e - k) G.1)
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claramente se obtiene el teorema 2.1 haciendo que m — n

1 n
lim £ (z) = lim lim Z(—l)k (7]7;
k=0

m—n m—n Azxz—0 (Al‘)m

f(x = k(Ax))

lim f(z) = lm lim (Ai;)m > (=1 (71? J(x = k(Az))
k=0

)
()

1 m
, (m) _ 1 , ‘ 2 : _1\k _
7717,1£n>n F) Algilo 7111131 (Az)m nlwlgl k:O( 1 (k)f(x k(Az))

lim ™ (z) = lim ! (—1)k(k)f(g;—k(Am))

m—n Axz—0 (A:L‘)n

finalmente

lim [ (2) = [ (x)

m—n

Ahora a partir de la ecuacién (3.1) se puede definir la derivada de orden negativo Z~ U {0}

1. Haciendo que m — —p donde p € N

n

lfm f(z) = lfm lfm (Az)™ (—1)k<TZ> F(z — k(Az))

m——p m——p Az—0 .

fP(z) = lim (Az)P Y (=1)F <_kp> flx —k(Az))

Axz—0
k=0

siendo en el intervalo cerrado [a, 2| se tomara a Az como
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2. Ahora analizando (77) se tiene

(77) - p=tizp=ppmkry
(—kp> _ (_Uk_p(p+1>(p+2;!---(p+k— 1)
(—kp> (o). ez Dl ?!gi;!---(wk— 1)
()= S5
(V) = o 2
()=
donde

3. Tomando en cuenta el el item 1 y el item 2 se puede trabajar sobre la definicion de

derivada de orden entero

FP () = lim (AP (—1)’“(_p>f(x k(A

Az—0 0 k
P = Jim (0 S -1 DM ] o - kaa)

=

3 |

0

P = gim (8 S -1 ] b - k(aa)

Axz—0
k=

[e=]



se sabe que (—1)%* =1

FEP(2) = lim (Az)? { z } fla — k(Az))

Az—0

finalmente obteniendo que

Az—0

fp) (x) = lim (Az)? {Z }f(ac — k(Ax))

k=0

Ahora bien se conoce muchas notaciones de derivada como

d . d"
dx en otro orden dx™
! q
y — y@
en otro orden
Yy — Y
en otro orden
D — DP

en otro orden

aDt — aD;n

en otro orden

(3.3)

(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

Se logra evidenciar que la notacion (3.4) se puede generalizar a otro orden y menciona con

respecto a que variable de esta derivando,pero no menciona el intervalo de derivacion,en la

segunda notacién (3.5) mas conocida como la notacion de Leibniz, se puede generalizar a

cualquier orden pero no se conoce con respecto a que variable se puede derivar ni tampoco su

intervalo de derivacidn,la tercera notacién (3.6) mas conocida como la notacién de Newton,

es similar e incluso peor que la de Leibniz ya que no se puede generalizar a un orden real.La

notacion (3.7) es una de las mas usadas con la notacién (3.8) en el calculo fraccionario, son

muy similares la diferencia es que en una se presenta el intervalo de derivacidon, mientras

que la otra no, siendo la notacion (3.8) la mas Optima de todas, sin embargo la notacién del

intervalo es muy incomoda al momento de realizar célculos o escritos con ella, por esta razén

se creard la siguiente notacién propia de este documento.
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Notacion 3.1 (Notacion de derivada Mina). Notacion para la derivada una funcion f, to-

mando A como region o intervalo y p el orden
D, Df
Az A
Forma simplificada: Siendo I el intervalo de derivacion y p el orden de la derivada

D°f, DFf, DPf, DPf, DPf
I [a, b] (a,b) (a,b] [a,b)

Forma extendida: Siendo I el intervalo de derivacion y p el orden de la derivada

orf, DPf, DPf, DPf, DS

I,z la,b],z (a,b),x (a,b],z [a,b),x

Derivadas de linea o de flujo: Siendo C el camino de derivacion negativa y p el

orden

D
C

en el caso de las derivadas de flujo se considera la misma notacion anterior agregando una

flecha en la parte redonda de la letra "D"

Teniendo en cuenta la notacion anterior se tiene la definicién de derivada de orden

entero como sigue

Definicion 3.1 (Derivada de orden entero). La derivada de orden p donde p € 7. de la funcion
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f(z) con respecto a la variable x es

Si p > 0 entonces

donde

Si p > 0 entonces

D}pf(x) LT (—1)k<p)f(:c—kAx)

a,x Az—0 (A:L‘)p

siempre que el limite exista

Ahora se presenta un ejemplo usando la definicién 3.1

Ejemplo 3.1. Calcular
D (%)

[a, 7]

siendo o € R
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Solucion:

Aplicando la definicién 3.1 a la funcién f(z) = x

D) = lim (An)'S { ;}(x —kAz)

[a, z] Axz—0

calculando { 1 }
k

_ 1(1+k—1)!

1 a\ 12 @

[an] z%) Alggo A — E!1! (z = kAz)
1z = lim A En k! kAx)®

[an] (2%) = v e H(x ~ kAz)

[a, z] Az—0 !

como Az no depende del parametro de la sumatoria

n

D Hz%) = lim Z(a: — kAz)*Ax

Az—0
fa.] P

Ahora bien, como se evidencia en la anterior ecuacion es una sumatoria de Riemann por

izquierda
DL (@) = lim S (e)*Ax (3.9)
[a, ] Az—0 —
con
T—a
P=A{z,z — Ax,..,x —kAx,...,a} , cg=x—kAx , Azr= (3.10)
n
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siendo P una particién. Sin embargo esta particién lineal (3.10) no es ttil y no facilita los

calculos de esta sumatoria, por lo tanto se usard una particiéon polinémica

P = {aqo,aql, o aq™ Y agk, ...,aq”}

cumpliéndose que

e = ag® (3.11)
Az = ag® — agt ! (3.12)
aq" =x (3.13)

Formulando la sumatoria y remplazando las ecuaciénes (3.11) y (3.12) en la ecuacién (3.9)

-1/ o\ _ 77 ko k k—1
D (m)—ggrgokzo(GQ)(aq ag*™)

[a, 2]

-1/ o\ _ 71z o ko k k—1
D “(a%) = lim a ;(Q)(aq ag*™)

[a, 2]

D Hx*) = lim a*™! zn:(q’f)a“ (1 _ 1)

[a,;t] n—oo e q
— « 7 aa—l—l(q - 1) - a
’ k=0
a+1 n
-1/« / a (q B 1) a+1\k
Dy = T
k=0

—pnt+l .
! 7—— aplicando este hecho

se sabe que Yy r¥ =

D H2*) = lim

[a, z] n—eo q

a**(qg—1) (1 - (qa“)”“>

1 —(go*t1)
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Como aq® = x despejando se tiene que ¢ = (%)% y sustituyendo r = £ se obtiene

a®t(rw — 1) (1 - r<a+l><l+i>)
D “Hz*) = lim —
[a, z] ( ) n—00 7"% 1— 7“%1

para calcular el limite se sustituye u = % si n — oo entonces u — 0

oa+l(u 1 1— (a+1)(1+w)
D 1(a®) = lim " )( L )

la, z] u—0 ru 1— T(a+1)u
a+1(,.u atau+1+u
1w , at =10 (1—r
=1

at+l(u _ oatout+14+2u 1 atau+1+u
D_l(xo‘):h'ma (r*—r +r )

[a, 2] u—0 ru — Tau+2u

Como el limite es de la forma 8 se aplica la regla de L’Hopital

) —1($a) — lim aa+1(r“ — ra+au+1+2u(a + 2) + (@ + 1)ra+(a+1)u+1)

a,a] u=0 (7 = (a + 2)prant2)
D (%) = a® (1 — (a +2)r*t + (a4 1)rett)
[a7 ;(j] a 1 - O[ + 2
a+1 a+1
1y @ (1 -T )
o )=

[aﬂ,):c]il(xa) - —(a+1)
a®t! (1 — 22—11)
[a?ac]_l<xa) o a+1
atl _ atl
[a,DmJ_l(xa) - a +31:
at+l _ a4+l
276 =
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Finalmente,

a+1 a+1

ey X _a
[R] (x)_a+1 a—+1

, VaeR (3.14)

3.2. Forma integral de la derivada de orden entero

Es hermoso ver como se puede calcular la derivada de orden —1 de la funcién x®
en la anterior seccién. Sin embargo se puede observar que calcular la derivada de un orden
superior negativo puede ser complicado, por ello se observa la definicién 3.1 y en el ejemplo
3.1 que la sumatoria toma forma de la sumatoria de Riemann, por lo que se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 3.1 (Derivada de orden entero negativo). Si p > 0y f(z) es integrable en el inter-

valo [a, x]

Demostracion:
Como se puede observar se tiene tres miembros en las igualdades del teorema 3.1 donde
el primer miembro es igual al segundo miembro por la definicién 3.1, el tercer miembro es

igual al primer miembro de la igualdad siempre y cuando sea igual al segundo miembro por
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transitividad de la igualdad. Concluyendo que se debe demostrar la igualdad entre el segundo

miembro y el tercer miembro de la igualdad.

n

lfim (A@PZ { i }f(:v — kAz) =

Az—0
k=0

5 [ =i 61y

Esta demostracion se realizard por induccion

Paso 1: Para p = 1 se tiene

n

lim (Aa)’ { ]1 } flo — kAz) = ﬁ / o= ) (Fdr

k=0

ltm (Ax)'S { li}f(a: Az = 1/:(:5 ) f(r)dr

Az—0 1
k—

simplificando el segundo miembro

Jim (Az)’ 3 { 2 } @ — kAz) = / " Frydr

k=0

ingresando Az en la sumatoria ya que no depende del parametro

n

Alal;rgokz:; { z }f(a: — kAzx)Az = /a f(r)dr

calculando { i }

1 (T+k—1)!
Az—0 k1!
k=0

flz — kAzx)Ax = /x f(r)dr

lim i k—:f(:c — kAz)Ax = /x f(r)dr
— k! a

Axz—0

85



simplificando

Az—0

lim if(a: — kAz)Ax = /x f(r)dr
k=0 @

por definicién de sumatoria de Riemann por derecha

/ " Flydy = / " frydr

haciendo y = 7 con dy = dr

/jf(f)df _ /azf(f)df

por lo tanto se cumple parap = 1
Paso 2: Ahora parap = m

ltm (Ar)™ S { " }f(x ~ kAz) = ;)' /j(x — L () dr

Az—0
k=0

Hipotesis de induccion
Paso 3: Para p = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

n

lim ()™ { mzl } flo — kAz) = % / (o= 1) f()dr (3.16)

k=0
en este paso se debe partir de un miembro de la igualdad (3.16) y llegar al otro miembro
usando la hipétesis de induccién, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se
llegara al miembro derecho.

Para simplificar se hace la siguiente sustitucion
n

¢ = lim (Az)™1y" { mk“ }f(:p — kAz) (3.17)

Az—0
k=0
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partiendo de la igualdad 3.17

¢ = lim (Az)"™! { ml } flz — kAz)
k=0 k

Az—0

por el teorema fundamental del calculo

d [* =
o= %/a (AlirLlO(Ax)mH 2 { m}jl }f(w - k‘Am)) dw

por propiedades de la integracion se ingresa la integral en la sumatoria
d , a1 N [ mA1 ‘
¢ = . (AliIEO(Ax) ; { . /a f(w — kAz)dw

haciendo la sustituciéon y = w — kAx — dy = dw, el limite superior y(z) = = — kAz y el
limite inferior y(a) = a — kAux al ser una constante cada vez que Az — 0 el limite inferior

y(a) — a por lo tanto si perder generalidad se tiene

o= [ gim (e S LML T
o dx \ Az—0 o k a ¥4y
derivando usando la definicién 2.2 de derivada unilateral por izquierda

. 1 1§ A m+1zn: m+1 z—kAz d
?= A Ay \ A (8) g ), T

k=0

/ B 41 o—(k+1)Az
= Jim e L pay)

k=0
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aplicando propiedades de los limites

6= lim ((Ax)m 3 { " } / T

k=0
IS {md o iy )
k=0 a
sabiendo que { m;l } = { TZ } + { Zjll } y sustituyendo en la primera sumatoria
oo tm (e S (T} LN [ v
@ T )
=0 a

aplicando la propiedad de linealidad de las sumatorias

n

¢ = lim ((Afﬂ)m > { 7: } /:_m fy)dy

k=0

@S T sy

@ T )
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indexando la tercera sumatoria

¢ = lim ((A:E)m y {T;}/j_mwf(y)dy

k=0

+ (A0 Z [ [ way
. (Ax)m:Z: { N } / o f(y)dy)

sacando el primer termino de la segunda sumatoria y el termino n + 1 de la tercera sumatoria

o= tim (@S L0 [T sy

k=0

n

(" [ (T s

~aar S {1 [ - o (i T )

simplificando la segunda sumatoria con la tercera por ser terminos semejantes

n

¢ = lim ((Afﬂ)m > { TZ } /:_km f(y)dy

k=0

) [
N e T
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calculando { m;—l } cuando b — —1

- { " 1 } — o = 1)77(17!721)111;![) —
{mjll } - +7711)!((Tl++11;!1 =
()2

quedando el segundo termino eliminado de ¢

o=t (@S L0 [T s

k=0

~@or e T )

por la linealidad del limite se distribuye en cada uno de los términos

n

o= tim oS L [ ray

k=0

z—(n+1)Az
— lim (Ax)m{m+1}/ " f(y)dy

Az—0 n
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remplazando Ax = *~¢ en el segundo termino en el limite superior de la integral

r— Am
¢ = lim (Az)™ { } ' )dy

Axz—0

, +1
~ fim (Ae { n } fy)dy
n r— k:Az
¢ = lim (Az)™ { } )dy
Azx—0
k=0
r— x—l—a——
, ym 1
- Jm o {mit Flw)dy
n x kAm
o= Amlan) { M 1

— lim (
Ax—>0

3

3
—N
- 3

calculando el limite en el segundo termino

n

¢ = lim (Az)™ 2% { 7: } /a o f(y)dy

o= {0 [ sty

simplificando, sabiendo que la integral se anula en el segundo termino

o= tm a0 [ s

k=0

por el teorema fundamental del calculo

r—kAzx
(p:%/a AliIEO Ame{ }/ f(y)dydz
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como el limite no depende de la variable de integracién o derivacién se puede sacar de la

integral y derivada

d T n r—kAx
o= Jim - [ (2" {TZ} | twiis

calculando la derivada de una integral

) T J . n m r—kAx
¢ = lim r ((M) k 0{ i }/a f(y)dy> dx

- gm @S T rway

k=0

calculando el limite del segundo termino, ademds cambia el limite, ya que n — co si Az — 0

¢ n r—kAx
o= Jim [ (<m>mz{7§} / f(y)dy> da
-t oSS LU [
k=0 a

como la integral se anula y el factor externo se anula entonces el termino se anula

T q n r—kAx
o= Jim [+ ((Aw)mz{f} / f(y)dy) &

k=0

por propiedades de la derivacion y las sumatorias

T n d z—kAz
o= tin, [ S ([ riy) o

k=0
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aplicando el teorema fundamental del cdlculo dentro de la sumatoria

b= lim [ (Ax)” i { 7: }f(x ~ kAx)de

A
z—0 J, =0
ingresando el limite dentro de la integral

n

b= / ' Jim (Ax)" Y { " } (@ — kAz)da

k=0

por hipétesis de induccion

¢ = / ﬁ /:(a: — 7)™ f(T)drdx

sacando las constantes de la integral y agrupando el interior

¢ = ﬁ/j (/:(x — T)m_lf(T)dT) dx

integrando por partes la integral del interior

I N S Gt (Gl
¢= nl

(m—1 m

- % / (o 1) () drda

sacando 1/m de la integral

6= [ =

m)!

+ /x(:r — )" f(1)drdx

evaluando los limites



distribuyendo la integral

b= % U(x _ )" f(a)dx + / /:(x _ T)mf'(f)dmxl

calculando la primera integral

oo L

m)!

(.I‘ _ m+1

// e m]

m+1

evaluando los limites

1 [(z—a) m“ i
¢:%l 1 // r—7)"f'(T de:c]

por propiedades de las integrales dobles se pueden interponer,ademas de reescribir la integral

doble

b ! [@; — g

m+1

fla) + /: 1'(r) /az(x - T)mdl‘dT:|

m!

Integrando por partes la integral cuya variable de integracién es 7

[ ([t mras) o]

1
b =—

m!

(x —a)™*!

m—+1

f(a) + f(r) / (o —rymda| —

derivando la integral

6= — wf(a)—l—f(ﬂ/ (x—dex

m+1 a

/ f()[—(x—7)™ ]dT]

calculando la primera integral y sacando términos constantes de la segunda

/f x—deT]

1
6 =—

m)

(x —a)™*!

m—+1

( _ m+1

fla) + f(T)——7—
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evaluando limites en el segundo termino

1 [(z—a)™! (x —a)™*!

6= o |t — f@ S [ e =

eliminando términos semejantes

o= | 10—y

reescribiendo la integral

o= [@=rrsyar

finalmente se remplaza el valor de ¢ segun la ecuacion 3.17

7 m—+1 - m+]— _ _ i ’ _ m
AlglEIEO(Ax) kz_% { ) }f(x kAx) = - /a (x — 7)™ f(r)dr
Asi quedando demostrado.
Ejemplo 3.2. Calcular
D (5
2,3]
solucion:
Aplicando el teorema 3.1 a la funcién f(x) =5
1 3
D 2(5) = -/ (3—7)2.5dr
2,3 2./

95



sacando constantes de la integral

haciendo la sustitucion v = 3 — 7 donde du = —dr

5 0
D 2(5) = ——/ u?du
[2,3] 2./

aplicando propiedades de la integral definida

5 1
D 2(5) = —/ u?du
2,9 2 Jo
calculando la integral
5 u?l!
D 25) =< —
[2, 3] 2 3,
evaluando los limites
5
D25) ==
[2, 3] 2 3
simplificando
5
D ?(5) = =
2,3] 6
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3.3. Conexion y sentido

En esta seccion se dard sentido matemaético a la derivada de orden entero negativo para ello

se deben tener en cuenta aspectos importantes como:

1. Teorema de Leibniz
2. Integral Semilla

3. Integral repetida de Cauchy

3.3.1. Teorema de leibniz

El Teorema de Leibniz es una generalizacion del segundo teorema fundamental del cdlculo

creado por Gottfried Wilhelm Leibniz.

Teorema 3.2 (Teorema de Leibniz). Sea f(x, T) una funcion tal que, tanto f(x,T)y su
derivada parcial f,(x,T) son continuas en x'y T en alguna region (z, ), incluyendo
a(x) <7 < b(x),xg < x < x1 suponga también que las funciones a(x) y b(x) son continuas

y sus derivadas en vy < v < x1. Entonces para vy < x < x7.

(@) .
% a; f($,T)dT=f($,b(:E))-%b(w)—f(x,a(x)).%a<x)+/al) a%f(x,r)dT

La demostracion del teorema 3.2 se encuentra en el Apéndice C como demostracion C.1

Ejemplo 3.3. Calcular

/72r In(1+ COS(?J>COS(m))dx Vy ER
] cos(x) |
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No es una integral sencilla de calcular, se pueden usar técnicas como integrar por partes y

luego solucionar una integral trigonométrica siendo este ultimo paso complejo, ya que, se

cuenta con un parametro en el interior y es y.Sin embargo, se puede usar el teorema de

Leibniz para calcular esta integral. Primero se encontrard un valor inicial haciendo que

y=13
2 In(1+ cos (%) cos(m))cm _ 2 In(1) i
/075 In(1+ CCOZS((; cos(x)) /075 et
/0 cos(z) dr = /0 Odz

quedando que

/g In(1 +cos () cos()) ,

cos(x)

Se deriva la integral con respecto a y

dz

d /72r In(1+ cos(y)cos(x))

Ity) = dy cos(x)

luego aplicando el teorema de Leibniz

[<y):/og(% <ln(1+zzzg))cos(m)))dw

Calculando derivada

=~ Fsenly) g,

1 + cos(y)cos(x)

aplicando identidades trigonométricas de dngulos dobles

sen(y)

‘/0 (052 (3) + 5e (2)) + cos(y) (con® (3) —sen? (3))

I(y) =
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sacando constates y aplicando identidades trigonométricas de dngulos medios se tiene

Sen(y)y) / B secd (3)

T—cost) oy E 107 3)

I(y) =

usando identidades de dngulos dobles en el denominador y amplificando por 2

N
N |—=
»
)
[}

o
—~
|
~—

- 2sen(y)
I(y) = -7 _cos(y)/o 0?(3) | yg2 (5)

usando una identidad trigonométrica fundamental en el denominador

o=t |

reescribiendo el factor de la integral

*(5)
sec B

1
2
ctg* (§) +tg” (3)

VB

dx

T

w=-200) [ e

haciendo la sustitucién u = tan(xz/2) entonces du = 3sec® (%) dx

1
o Yy dz
I(y) = —2ctg <2>/0 g () 1 ) +u2d9§

calculando la integral

10 =2 (0 (2)

1

0

evaluando limites

I(y) =~y

99



Finalmente,
d [ In(1+ cos(y)cos(z))

- dr = —
dy J, cos(x) v Y
integrando ambos lados
/§ In(1+ cos(y)cos(:c))dx _c_ ¥’ (3.19)
0 cos(x) 2 '
haciendo que y = 7
/’2' In(1+ cos (%) cos(m))d o w2
r=0-——
0 cos(x) 8
aplicando el valor inicial de la ecuacién (3.18)
2
T
0=C—-—
8
despejando C'
2
T
C=—
8
sustituyendo el valor de C' en la ecuacion (3.19)
/g In(1+ cos(y)ws(x))dx _ ™y (3.20)
0 cos(x) 8 2 .

Asi, queda calculada la integral

3.4. Integral Semilla

En esta seccidn se creard una funcidn integral y un teorema que facilitard la deduccidn del

teorema de Leibniz.
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Sea

dondem e Nya e R
Ahora bien, a partir de esta funcidn se obtiene un resultado muy importante relacionado con

la funcién h,, (z).

Teorema 3.3 (Teorema VitelSAC). Sea f(7) continua en el intervalo |a, x] se tiene que
K / b () = ()
dondek € Nya e R

Demostracion:

Sea

sumando un 0

hi () = / 2 <(w _kT)k>f(T)dT +0

reescribiendo el 0 y restando un 0

o) = [ () s+ S % o
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reescribiendo un 0

o) = [ 5 (U5 ) s+ B0 - B 0

Usando el teorema 3.2 se tiene que

Ahora

Despejando

integrando ambos miembros

/j Fhi () de = /:(x oV f(r)dr + / b ()

aplicando propiedades de la igualdad

k/ b (2)d — / b () dr = /:(a:' P f(r)dr

102



se anula la segunda integral del primer miembro de la igualdad por propiedades de la

integracion

K / " b (2)da = ha(z) (321)

Asi queda demostrado

3.5. Integral repetida de Cauchy

Uno de los resultados mas importantes para interpretar matematicamente la derivada de
orden entero negativo es el teorema de la integral repetida de Cauchy, ya que presenta una
conexion con el teorema 3.1. Usando estos dos teoremas se llega a concluir que integrar p
veces una funcion es la derivada de orden —p de una funcién.

Deduccién:

Usando el teorema 3.3 con k£ = p — 1 se tiene que

0=1) [ hyesla)ds = by (@)
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haciendo nuevamente de la ecuacion (5.6)

0=1) [ =2 [ hyatedade = hyi(o)
o=100-2 [ [ hate)dode =hyi(o)

Si se sigue repitiendo este proceso se obtiene

(p—l)(p—Q)---2~1/:/:---/:ho(:z:)dxdx---dxdx:hp_l(x)

(p—1)!/;/;---/j/jf(x)dxdxdz---dxdx:hp_l(x)

simplificando y pasando el factorial al miembro derecho

/;/;.../:/:f(x)dxdg;...dg;dx:ﬁ/ﬂx(x_T)p—lf(T)dT (3.22)

Teorema 3.4 (Integral repetida de Cauchy). Sea f una funcion continua en el intervalo [a, x|

entonces

/:/:.../:/:f(x)dxdx...dxdx: (p_11>!/:($—7)p_1f(7')d7

p veces

conp € N

La demostracion del teorema 3.4 se encuentra en el Apéndice C como demostracion C.2

Ejemplo 3.4. Calcular
D ~(z)
[0,4]

Solucion:
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usando el teorema 3.4

@2(w):/ / rdrdx
[0, 2] o Jo

resolviendo la integral del interior

xl,2
D)= [ 5
[0, 2] 0o 2

evaluando limites

volviendo a evaluar la integral

D (z) = m_:s )
[0, 2] 6 1o
evaluando limites
3
T
D (x) = —
[0, 2] 6
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Generalizando el orden de la derivada a

los reales

Matematicos, de pie sobre los

hombros de los demas.

Karl Friedrich Gauss

En el presente capitulo se presenta la derivada de orden real desde la definicion de

Caputo, Caputo-Fabrizio y algunas de sus propiedades basicas

4.1. Derivada de orden real negativa

Como se logré evidenciar en el capitulo 3, la derivada de orden entero negativo se
puede definir por medio del limite, sin embargo se busc6 un método mas eficiente para calcu-
lar esta derivada, con la creacion del teorema 3.1, siguiendo esta idea se extenderd la derivada
de orden entero negativo a la derivada de orden real negativa.

Dada la siguiente igualdad




se logra identificar que el pardmetro p € Z* es libre,brindando la opcién de generalizar a
un ndmero real @ € RT, sabiendo que la funcién gamma es la generalizacién de la funcién

factorial

(=1 =T(a)
se obtiene el siguiente teorema

Teorema 4.1 (Derivada de orden real negativo).

-« = lim :Eo‘n “ x — x:L $x—7'°‘_1 T)dt
0, = Jim e Y ke = g [t

La demostracion del teorema 4.1 se encuentra en el Apéndice D como demostracién

D.1

Ejemplo 4.1. Calcular D ~"*'/2) f(z) de la funcién

[a, 7]

flx) =k
donde k,a e Ryn e N
Solucion:
Usando el teorema 4.1
D _(”Jfé)f(x) — —1 - /w(x — T)"*%de
la, 7] I (n —+ 5) a

reescribiendo y aplicando propiedades de la integral
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calculando la integral

LI
- -7
0, 7] (n+3)T (n+3) a

calculando la funcién gamma y evaluando los limites

k
D () f(2) = - (x—a)"*
la. ] (n+3)- (242%
reescribiendo
n+1,,1
—(n+3) _ k4™ n! gl
> J@) = =G a9
aplicando propiedades de los factoriales
n+1,|
—(n+3) _ k4™ n) gl
[g] /(@) 2(2n + 1)!ﬁ<x a)"

La propiedad mas importante de la derivada de orden real negativo es la composicion de

derivadas

Teorema 4.2 (Composicion de derivadas).

D @ ( D ﬁf(:c)) = D " f(x)

la, 2] la, x] [a, ]

cona, € Rt

La demostracién del teorema 4.2 se encuentra en el Apéndice D como demostracién

D.2
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4.2. Derivada de orden real

En la seccion anterior se logré evidenciar que es posible calcular derivadas de orden
real negativo. Sin embargo falta conocer las derivadas de orden real positivo a partir de las
definiciones de la propuesta realizada por Caputo, dada la propuesta hecha por (Podlubny,
1998a, page 79) y lo construido en el documento se deduce de la siguiente manera.

Sia € RT ym € N se puede escribir como
a=—(m—-a)+m 4.1)

donde0<m—-1<a<m

Remplazando la formula 4.1

D f(x) = D ")

[a, z] la, x]

tomando como composicion de derivadas

D “fr)= " (D "f(0))

la, z] la, z] la, z]

sabiendo que haciendo una sustitucién g(z) = D ™ f(x)
[a, 7]

D *f(x) = D " Vg(x)

[a, z] la, x]

aplicando el teorema 3.1 de la derivada de orden real negativo

D “f(x) =

la, 2] I'(m —a
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reescribiendo

dando forma

o) = — v g(7)
[a,D:v] fle) = I'(m—«) /a (z — 7_>a_m+1dr

remplazando el valor de g(7)

D “f(x) = . ) /x (x — T]>-a—m+1 D™ f(r)dr

ja,2] I(m —a [a,7]
Asi teniendo la definicion de derivada de Caputo

Definicion 4.1 (Derivada de Caputo). La derivada de orden « de la funcion f(x) esta dada

por

D “f(z) = 1 ) /x (x — T%a—m—i—l D" f(r)dr

la, 2] [(m —« [a,7]

donde0 <m—-1<a<mconac Rt yaeN

Algunas veces se nota la derivada de Caputo con una C' en la parte superior izquierda
S Dgf(x)
Ejemplo 4.2. Si f(z) = (x — a)® calcular

D “f(x)

[a, z]

donde o, B,a e RT ya < 3
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Solucion:

Aplicando la derivada de Caputo

1 r 1
Da(x—a)ﬁz / @m(r—a)BdT
[a, ] L(m—a) J, (x—7)*" g7

aplicando el teorema 2.3 generalizando la potencia del polinomio a los R*

VI S ) e N
D w—a)y = >/a< ;

fa,] L(m —a x—T)emt (§—m)!

aplicando la propiedad 1.2, ya que, 5 € R™

o, B _
[31@ % I'(m —a

1 T (r—a)fm T(BA+])
)L(

x—r)emtl T(f—m+1)

sacando las funciones que no dependen de la variable de integracion y reescribiendo la inte-

gral

D (x—a) = rB+1)

zx—Tm_a_lT_aﬁ—mT
o R ey , 7

haciendo la sustitucién 7 — a = u(x — a) con diferenciales dr = (x — a)du y cambiando

limites [a, 2|, = [0, 1],

ol ) = I'B+1)
k%< ) ['(B—m+1)I(

— /0 (=)™ (z—a)™ (u(z—a))* ™ (w—a)du

reescribiendo y sacando funciones que no dependen de la variable de integraciéon

oy o) = LB+ 1)(x—a)’ [ g\l Bem g,
h%( )_FW—m+DNm—®£(I ) a
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volviendo a reescribir

Dz —a)f = DT

1
(B—m+1)—1 (m—a)—1

= U 1—wu du

2 M5 m s I . (1=

aplicando la definicién 1.4 de la funcién beta

_ I'(B+1)(x—a)’™
(a, x] F(ﬁ —m + 1)F(m — Oé)

B(—m+1,m—a«)

aplicando la propiedad 1.6 que relaciona la funcién gamma con la funcién beta

Do —a) = L(B+1)(x —a)™ TB-—m+DI'(m— o)
[a, 2] I'(B—m+1)I(m— ) I'g—a+1)

simplificando se tiene

Da(x—a)ﬁz L+

_ \B-a
[a, 2] L(f—a+1) (z=a)

Dada la definicién 4.1 de la derivada de Caputo y los teorema presentados en el capitulo 2
surgen propiedades importantes como la linealidad de la derivada de orden real

Propiedad 4.1 (Derivada de orden real de una suma y multiplos constantes). Si f y g son

diferenciables en x de orden m, con « y [3 constantes, entonces

D “(of(r) & Bo(x)) = o0 DF f(a) %6 D gla)

[a, 2]

donde Vo, B, n € R

Propiedad 4.2 (Derivada de orden real de un producto). Si f y g son diferenciables en x de
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orden m, entonces

donde p e Ryu<m

Propiedad 4.3 (Derivada de orden real de una funcién compuesta). Si f(u) es diferenciable
en cualquier orden en el punto u = g(x), y g(x) es diferenciable en cualquier orden en z,

entonces la derivada de orden p de la funcion (f o g)(z) = f(g(z)) es

m! (m— - ; b
D fg(x)) = Z T L oy 21 - Lyl [R:] (m—p) (f(k1+k2+ +km)(g(x)) . H (g(J)(x)) )

a.a] e

donde

L-ky+2- kot +k-kp=m
peR

pw<m

La demostracién de las propiedades 4.1, 4.2 y 4.3 se encuentran en el Apéndice D como

demostraciones D.3, D.4y D.5

4.3. Derivada Caputo-Fabrizio

Si se observa fijamente la derivada de Caputo

N S )
2 ) = ) / @ =yt D) S (4.2)

113



tiene dificultades al calcularse para funciones trigonométricas y exponenciales, ya que al re-
emplazarse estas funciones y calcular sus derivadas de orden natural genera una funcién tri-
gonométrica mas compleja, obteniendo una integral del producto entre una funcién potencia
y una funcion trigonométrica produciendo una integral no elemental. Por lo tanto se propone

la siguiente definicion

Definicion 4.2 (Derivada de orden real de Caputo-Fabrizio).

1 a(z—T1)

DO f(a) = / e D p(r)dr

(4, 2] l-a (4, 7]

dondea c Rt meNym—-1<a<m

Ejemplo 4.3. Calcular la siguiente derivada con la definicién de Caputo-Fabrizio

D “(sen(z))

[a, 2]

donde « e RTyb,ceR

Solucion:

Aplicando la definicion 4.2

D “sen(z) = ! / e pm (sen(t))dr

[a, 2] Cl-a (4, 7]

calculando al derivada de orden m usando el teorema 2.9

1 _a(z—7) mm

T
@ = l—« _ d
[a%] sen(z) 1—04/(1 e sen <T+ 5 > T
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haciendo la sustituciéon u = 7 + mm/2 con diferenciales du = dr con limites en la integral

la,z]; = [a+mn /2,2 +mn /2],

1 er% a(:c—u+ m7
D “sen(z) = / e T sen(u)du

la, x] 11—«

reescribiendo

1 armm) TV oy
D “sen(z) = = e T / el-asen(u)du

[a, z] a+mr

calculando la integral, integrando por partes dos veces, ya que esta integral es ciclica se tiene

. mT % T+
D “sen(z) = ! e T a sen(u) — cos(u) 2
1 o )? 1
fa. ] @ (125) +1 @ at1y
reescribiendo
1-a _olemumE) [ g i
2y = e (e )|

2

evaluando limites

[a%]asen(x) T a2 +1(I g «)? (1 f o’ (w + _> TS ( 2 ))

11—« _ole—a) ( > ( +m7r)
(1 —a) e T sen cos | a 5
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Creacion pagina web ''Derivative

Calculus"

La esencia de las matematicas

reside en su libertad.

Georg Cantor

Como uno de los resultados relevantes del trabajo es la CREACION' de Derivative
Calculus, una pagina creada con el objetivo generar comunidad y de usar herramientas tec-
noldgicas en la investigacion matemadtica, con el fin de brindar soluciones a problemas que se
puedan automatizar por medio de software matemaético.

Esta pagina tiene el objetivo de generar comunidad abriendo paso a la derivada de orden real
y posteriores estudios, donde la comunidad académica tiene la oportunidad de comunicar
conocimiento por medio de ella y realizar simulaciones por medio de software matematico
involucrando nuevas tecnologias en cdlculo simbdlico y numérico (SageMath).

Dentro de la creacién de la pagina web se han creado redes sociales con la intencién de
hacer visible todas las ventajas que tiene una pagina web exclusiva para las derivadas.Para

ello se tuvieron en cuenta redes sociales como Facebook con el nombre de "@Derivativ-

!Cuya autoria es del autor de este documento (Jhon Mina "1")
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Calculus".Otra de las ventajas mas importantes de una cuenta en Facebook es que se puede
difundir informacion académica por medio de grupos privados y abiertos.
Ahora bien, para la construccion de esta pagina web se tuvieron en cuenta las siguientes

componentes

5.1. Componentes basicas de almacenamiento en la nube y

direccion web

La pagina web como identidad:

1. Nombre tnico: Derivative Calculus, un nombre sencillo de buscar en cualquier busca-

dor web como Google, Bing y Yahoo.
2. Slogan: "La revolucion de la derivada”

3. Dominio: www.derivativecalculus.com, una direccidn web internacional con termina-
cién en ".com" la cual brinda mayor visibilidad en la pagina en algunos buscadores,

contando con el nombre estricto de la pagina web.

4. Correos: servicio@derivativecalculus.com, dadas las condiciones del Hosting se pue-
den tener mas de 100 correos los cuales son exclusivos de la pagina web con el dominio

de la pagina web.

5. Logo rectangular: Se presenta un logo rectangular para la pagina web ubicandose en la
vista del ordenador, este logo traduce letra a letra el nombre de "Derivative Calculus "

del abecedario griego.
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www.derivativecalculus.com
servicio@derivativecalculus.com

depnfarnfe
f @anAvZ

Figura 5.1: Logo rectangular

6. Logo cuadrado: Se presenta un logo cuadrado para la vista mévil, la cual tiene una "D"

estilizada con una " f" de funcién,

f

Figura 5.2: Logo cuadrado

5.2. Componentes técnicos

La pagina web tiene las siguientes componentes técnicas

1. Una pagina 100 % online, solo se requiere ingresar la direccion URL desde cualquier

navegador (www.derivativecalculus.com)
2. Sistema operativo:Desde cualquier sistema operativo con conexion a internet.
3. Dispositivos: En cualquier dispositivo que tenga conexion a internet.
4. Hosting: Hostinguer, un almacenamiento en la nube No gratuito.
5. Tiempo minimo de funcionalidad: 2 afios con posible renovacion.
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www.derivativecalculus.com

6. Software usado: Wordpress, SageMath y QuickLatex

5.3. Componentes accesibles

1. Aplicativos con entrada en lenguaje maquina y salida en notacién matematica.

Aplicativo de la derivada de orden natural
del producto de funciones

Figura 5.3: Aplicativos

2. Blog con presentacion en notacion matemadtica y comentarios en notacion II[gXgenerando

notacién matemadtica (No disponible)
3. Paginas y subpaginas

4. Pagina de contacto

5.4. Uso de aplicativos

Para el uso de cualquier aplicativo se debe tener en cuenta la siguiente informacion :
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1. El ingreso de funciones en lenguaje maquina teniendo en cuenta el manual de funcio-
nes aceptadas por SageMath, este se puede encontrar en la pagina de Derivative Calcu-
lus o en la siguiente URL http://derivativecalculus.com/wp-content/uploads/2022/02/
Comandos.pdf. Una de las grandes ventajas es el uso de funciones especiales como la

funcién error er f(x) y funciones bdsicas como asin(a * x).

2. Unade las ventajas mas relevantes de los aplicativos creados es el uso de pardmetros, ya
. . 2
que se pueden ingresar funciones como f(z) = ax?+bx+co g(x) = arcos(e® Tete)

donde a,b,c,d € R
Vale resaltar que la pagina web se esta actualizando cada momento por parte del autor,con

espera de posibles colaboradores en un futuro, bien sea para mejoras o incorporacién de

nuevas actualizaciones de software.
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Conclusiones

La derivada de orden natural de una funcién es el punto de partida para lograr la
derivada de orden real positiva de Caputo, por ello se debe tener en cuenta las reglas de
derivacion generalizadas, cuyo orden sea en los naturales.

Ademads, la derivada de orden natural de una funcién por medio del limite abre paso a la
definicion de derivada de orden entero negativo de una funcidn, ya que, esta toma la misma
forma de la sumatorias de Riemman para integrales, al tomar esta silueta se puede definir la
derivada de orden entero negativo como una integral.

Asi mismo, al obtener el resultado de Leibniz y la forma integral de la derivada de orden
entero negativo, se logra adquirir un sentido matemético de la derivada, indicando que el
orden entero negativo es la integracion sucesiva de la funcién.

Sobre la notacidn de la derivada en el trabajo se propone un estilo de notacién mas compacta
y organizada que la propuesta por otros autores la cual menciona datos relevantes como el
orden de la derivada, region de derivacion, variable de derivacion y una letra especial para
dicha derivada.

Acerca de la derivada de orden real de una funcién se puede empezar a definir con la derivada
de orden entero negativo, ya que, depende de la funcién gamma y dado que la funcién se
puede extender a los reales se logra obtener la derivada de orden real negativo, ahora bien
si se desea calcular la derivada de orden real positivo, basta con calcular la compuesta de

derivadas, donde salen a relucir diferentes derivadas como la derivada de orden real positivo
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de Riemann-Liouville y Caputo,

() # o g (@) o
en este documento se trabajé la derivada de Caputo, sin embargo la derivada de Caputo pre-
senta dificultades al calcularse en funciones trigonométricas y otras, ya que, el nicleo de la
integral lo impide y como propuesta a estas derivadas de orden real positivo de funciones
trigonométricas se tiene la derivada de Caputo-Fabrizio.

La creacidn de este trabajo permite visualizar el alcance que puede tener una nocién conocida
como la derivada en el célculo, generando la sensacién de construir conocimiento. Ademas
permite conocer el proceso de investigacion matematica que han realizado autores, resaltan-
do el esfuerzo para lograr demostraciones de teoremas y generacion de definiciones para esta
rama de las matemadticas.

Dentro de la investigacion realizada en la bibliografia, no se logré evidenciar paginas web
con software matematico incorporado que estuvieran enfocadas en la divulgacién de cono-
cimiento relacionado con las derivadas.Dando solucién a este problema se creé Derivative
Calculus.

La creacion de paginas web enfocadas a las matemadticas presentan algunas dificultades en la
notacion matemadtica, bien sea, para la presentacion de informacion por parte del autor, como
la comunicacién por parte del usuario, por ello se usé una herramienta universal en notacién

matemadtica como lo es ISTEX.
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Apéndice A

Demostraciones capitulo 1

Demostrar da vida a mundos
increibles en los cuales, afirmar en

matemadticas no es poca cosa.

Jhon Mina y José Luis Guevara

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 2

Demostracion A.1 (Teorema 1.1, Linealidad Laplace). La transformada de Laplace es una

operacion lineal

Llaf(z) + Bg(x)](s) = aL[f(x)](s) £ SL[g(x)](s)

Esta demostracion se hard partiendo del miembro derecho de la igualdad llegando al

segundo miembro. Dada la definicién 1.1 se tiene

Claf(x) £ Bg(@)](s) = / " e Maf(t) £ Be(t))dt
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dentro de la integral aplicando la la distributiva respecto a la suma y/o resta en el interior de

la integral
claf@) £ sgle)(e) = [ leaf(o) £ e At

por la linealidad de la integral se reparte la integral
tlaf(@) % sole)(s) = [ e asars [ el

sacando constantes

Llof(x) + Bg(@))(s) = a / T ettt £ / ety (t)dt

0

aplicando la definicién 1.1

Llaf(z) + Bg(x))(s) = aLlf(x)](s) £ SL[g(x)](s)

Asi, quedando demostrado el teorema de la linealidad de la transformada de Laplace

Demostracion A.2 (Teorema 1.2, Existencia transformada de Laplace). Sea f(t) una

funcion integrable, definida en un intervalo y satisface
|f(t)] < Me* , ¥t >0

donde M y « son constantes. Entonces la transformada de Laplace de f(t) existe Vs > «
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Calculando la integral de | f(¢)e | en el intervalo 0 < ¢ < by aplicando la propiedad del

valor absoluto

b b
e St dt = e 5td
/O F()e | dt / F(0)]e*dt

aplicando la hipétesis del teorema

b b
/ | f(t)e™*| dt < / Me® et dt
0 0

sacando constantes y reescribiendo

b b
/ |f(t)e | dt <M / e~ mtqy
0 0

calculando la integral

b b
M
/ |f(t)e—st‘ dt < — 6—(s—a)t
0 s—« 0
evaluando los limites de integracién
b M (st
t —st dt < 1 _ —(s—«
[l ae s o fr— e
teniendo que s > « y haciendo que b — oo
' (s—a)
1i —st < i 1 — ¢ (5—a b
Jin [ 150 b < Jim 2 - e

calculando el limite

/Ooo | f(t)e|dt <

S —
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Asi, quedando demostrado el teorema de la existencia de la transformada de Laplace

Demostracion A.3 (Teorema 1.3, Transformada de Laplace y derivada). Si f(x) satisface el

teorema 1.2 entonces

L[f'(2)](s) = sL[f(2)](s) — f(0)

Por definicion 1.1 se tiene

integrando por partes el miembro derecho

LIf'(@))(s) = e " £(1)

—|—3/ e S f(t)dt
0 0

evaluando los limites de integracion

reescribiendo

L1 ()](s) = s / et (e — £(0)

0

por definicion de transformada de Laplace

L[ (@))(s) = sLLf (2)](s) = f(0)
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Asi, quedando demostrado el teorema de la transformada de Laplace y la derivada

Demostracion A.4 (Teorema 1.4, Transformada de laplace y derivada generalizado). Si

n € N entonces y f(x) satisface el teorema 1.2 entonces

—_

LI (@))(s) = s"LLf(@))(s) = Y _ s FH(0)

0

3

i

Este teorema se demostrard por induccién

Paso 1: Para n — 1 se tiene
LIfD(@)](s) = s'L[f(2)](s) — gsl‘l"“f““)@)
simplificando
LLf'(@)](s) = s"L[f (x)](s) - ZO: s ()

k=0

aplicando el teorema 1.3 en el miembro izquierdo y desarrollando el miembro derecho de la

igualdad
sL[f(2)](s) = £(0) = sL[f(2))(s) — s°F(0)

simplificando

sC[f(2))(s) = f(0) = sLlf(2)(s) = F(0)
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cumpliéndose asi paran = 1.

Paso 2: Ahoraparan =m

m—1

LI ())(s) = 5™ )= > 5" (0

k=0

Hipotesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

m

LI (@)](s) = s™LLf(2)])(s) = D s FF0(0) (A.D)

k=0

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (A.1) y llegar al otro miembro
usando la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y
se llegard al miembro derecho.

Aplicando la definicién 1.1

LI ()](s) = / et )y

Integrando por partes

oo

LLFmD(@))(s) = e (1)

—i—s/ et (1) dt
0

0

evaluando limites

SN @)(s) = =m0+ [ et e
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reescribiendo

LU (@)](s) = s / et )t — (o)

aplicando la definicién 1.1

aplicando la distributiva con respecto a la suma

LLFmD(@))(s) = s™ L f(@))(s) — s p_ s FP(0) = f0(0)

k=0
aplicando propiedades de la sumatoria
m—1
LI ()](s) = s™ L f(@)](s) = ) s 7HfW(0) — s f(0)
k=0
ingresando el termino m — simo en la sumatoria
LI (@)](s) = s™ L[ f(@)](s) = Y 8™ F(0)
k=0

Asi, quedando demostrado el teorema de la transformada de Laplace y la derivada

generalizado
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Apéndice B

Demostraciones capitulo 2

( COmo es posible un error en las

matematicas?

Henri Poincare

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 3

Demostracion B.1 (Teorema 2.1, derivada de orden natural). La derivada n-ésima de la

funcién f(x) con respecto a la variable x es la funcién ™ cuyo valor en x es

n

P = fim S () flo - kAa)

k=0

siempre y cuando el limite exista.

Demostracion

Este teorema se demostrara por induccioén
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Paso 1: Para n = 0 se tiene

cumpliéndose asi para n = 0.

Paso 2: Ahora paran =m

£ (2) = lim — ;(—l)k(rg)f(x—kAx)

Axz—0 (A:L‘)m .

Hipotesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

1 o m+1
(m+1) . - _1\k
fr ) = fn Ry Zko( D ( k

>f(x — kAz) (B.1)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.1) y llegar al otro miembro usando

la hipétesis de inducciodn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se llegard
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al miembro derecho.

d Y f(x)

(m+1) _

f (x)_ dp(m+1)

d(1+m)f<:v)
d (1+m)

-5 ()
= (7 @)

Aplicando la definicién de derivada unilateral por izquierda 2.2

PR = Jim S () £ ) ®2

Analizando el interior del paréntesis f™ (z) — ™ (z — Ax)

1. f'™)(z — Ax) Aplicando la hipétesis de induccién y evaluando la ™ (z) en 2 — Ax.

(m) (o _ - _ _
™ (x — Ax) Alggo mz () r — Az — kEAx)

k=0
:Alggo m; ( ) €T — (k+1)A$)

Indexando la sumatoria se tiene que

F™(z— Az) = Alggo G Z < 1) flo — kAx)

Sacando el ultimo termino de la sumatoria

Az—0

f™(z—Az) = lim [ ! Z(—l)k_l(km >f(x—kAx)+(—1)mf(x—(m—i—l)Am))
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+1
(—1)" (m]j 1>f(x ~kAz)  (B3)
k=0

>
a=
Ll
=
MS

Remplazando (B.3) en (B.2)

fr () =

i, g §<—1>k (")t nan)

2

lim
Az—0
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Finalmente se obtiene

m+1
1t = i g (") ek

Demostracion B.2 (Teorema 2.2, derivada de orden natural de una constante). Si una

funcion real tiene un valor constante f(x) = ¢, entonces

c,sin=20
F () =

0,sin>0
donden € Nyce R

Demostracion

Aplicando el teorema 2.1 a la funcién f(x) = ¢

P = fim S () flo - kAa)

1 n
— I -1 k
vy (Az)n kO( ) (k)c
B , 1 “ Ny
= e Jim, oy 2D (k:)
=c lim

A (AZ)n (=08 (Z)
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usando el binomio de newton
1{ ! (=14+1)"
=Cc 11mm -—7—7-1—
Az—0 (Ax)"

- CAI;IEO (Az)" (0)

= ¢ Alggo (Az)"

=0

Demostracion B.3 (Teorema 2.3 Derivada de orden natural de funcién potencia ). Si f(z)

es una funcion potencia f(x) = xP entonces

p!
F(g) = —n)

27 si0<n<p
0 , Sin>p
donden e Nype N

Demostracion 1
La primera parte (para 0 < n < p) del teorema 2.3 se demostrara por induccion

Paso 1: Para n = 0 se tiene




cumpliéndose asi paran = 0
Paso 2: Ahora paran =m

!
@) =

Hipétesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

Ft(z) = E— f: — 1>!xpfm*1 (B.4)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.4) y llegar al otro miembro usando
la hipétesis de induccion, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se llegard

al miembro derecho.
fri () = fO ()
después de aplicar la conmutativa en el orden de la derivada, se procede separa las derivada

P = (1))

por hipétesis de induccion se tiene la derivada de orden m

m+1 d p' p—m
7o) = (L)

sacando de la derivada las constantes

p! d

(m+1) () = £ 7
e (x)_(p—m)!dx

()
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aplicando el teorema 2.1 con n = 1 a la funcién 2P~

P = i 2SS ) @ - Ay

(p—m)! Aw0 Az £

expandiendo la suma

! P — (z — kAz)P~™
(m+1) . p RN (z
/ (z) = (p—m)! Alggo Ax

Por el teorema de binomio se puede expandir (z — kAx)P~™

P P X ) (D Ay
(p—m)! Az—0 Ax

F D (a) =

sacando el termino para ¢ = 0 de la sumatoria

P et = ST () (e (A

(m+1) -5
/ (%) (p —m)! Az—0 Ax

simplificando términos semejantes y reescribiendo

| —1 pm —m . . .
(m+1) _ p z - p —_1\tp—m—1 1
d (x)_(p—m)!AlggoAxZ( i )( e (A

ingresando ;—1 en la sumatoria
x

p—m

FOD () = oot S (p - m) (1) g Ayt

(p—m)! Az—0 i

=1

sacando el termino para ¢ = 1 de la sumatoria

f(m+1)<x) _ p! . l{im |:(p _1 m> xpfmfl + Zin <p _ m) (_1)1—1xp7m7i(Ax>ifl

(p—m)! Azm0 i=2 L
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como el limite de una suma es la suma de los limites siempre y cuando exista el limite

podemos separar como sigue
p—m

Fom (z) = p—!, (p B m) 2Pl % lim Y (p - m> (—1)=tar=m=i(Ag)i~!

(p—m)! 1

como i > 2y Az — 0 entonces (Az)"~! — 0, por lo tanto la sumatoria tiende a 0

f(m+1) (l‘) _ (p_p—'rny (p _1 m) {L‘p_m_l +0

sacando un termino del factorial que se encuentra en el denominador y desarrollando la

combinatoria

(m+1) () — pl(p—m) pp—m=1
L [

simplificando

!
(m+1) ) = prfmfl
quedando demostrada la primera parte del teorema 2.3. La demostracién de la segunda parte
(paran > p) es mas sencilla teniendo la primera parte del teorema 2.3.
Siendo n > p se puede escribir n como n = m + p donde m € N, asi calculando la derivada

de f™(z) de f(x) = 2P como sigue
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calculando la derivada de orden p segtin la generalizacién anterior se tiene

f(")(:L’) d_m ( p! mpp>

~ dzm \ (p—p)!

simplificando

5oy = L)

 dam
como p! es una constante por el teorema 2.2 su derivada de orden m es 0

fP(@)=0

quedando asi demostrado el teorema 2.3

Demostracion 2

La primera parte (para 0 < n < p) del teorema 2.3 se demostrard a partir del teorema 2.1.

FO ) = 2 a7)

aplicando el teorema 2.3

reescribiendo y usando el binomio de newton para reescribir (v — kAx)?

]

[ ) = Jim Av i(—l)k(Z) i (?) P (kA) (~1)

k=0 1=0
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uniendo las sumatorias para obtener una sumatoria doble

f @) = lim Aa~" ZZ ( )( )w” "(kAz)'(-1)°

k=0 =0

intercambiando las sumatorias

£ () = lim Az~" Okzo < )( )x” W(kAz) (—1)°

1=

ingresando Az ™" al interior de la sumatoria doble

F) = Alifiloz Z Az (= ( k,) (f) 2P (kAz) (—1)

=0 k=0

agrupando términos semejantes

=0 k=0

sacando de la primera sumatoria el termino ¢ = (
(n) _ k: in in TN (PN i pi
oo = g [ S5 s () (e

B ()

reescribiendo la segunda sumatoria
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calculando la segunda sumatoria

m _ - ki in (VN [P 14 p—i
o = Jon [ s () ()

i=1 k=0

+ A" (g) 2P(1 — 1)"}

como para k = 0 y 2 = 0 la sumatoria doble se anula se comienza la sumatoria doble en

(i,k) = (1,1)

=1 k=1

como p > n se separa el pardmetro ¢ en tres intervalos

0<i<n-—1
n=1
n+1<i:<p

asi obteniendo tres sumatorias
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el limite de una suma es la suma de los limites

n—1 n

'lel

t lm <_1>k—mxn—n( )(p) kv
Az—0 1

P n
+A131;T£0 Z Z(_ k: ZAQ;'Z n(Z)< )k,zxp i

i=n-+1 k=1

S

Ahora analizando las tres sumatorias
n—1 n n D
I 2 _1\k—t i—n i,.p—1i
o= Jim, 33 iaa (1) (7)o

1 - _1\k—n n—n T p n.p—n
I A, 2 A () ()

1. Analizando ¢: Como la sumatoria doble es alternante y los términos son iguales de 2

en 2 la suma total de los términos es igual a 0

n—1 n

0= i, STt (1) (7

=1 k=1

6= b0

¢=0
2. Analizando 6: Sacando los términos de la sumatoria que no dependen de parametro &

_ p / n—n,_p—n - __1\k—n n n
0= (1) dim oSS ()

k=1
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simplificando y evaluando el limite

Q) Er )

k=1

p! _
0= ————nlaP™"
nl(p —n)! e
simplificando
0 P! p=n
= x
(p—n)!

. Analizando «:

p n
Y k—in di-nl "\ (P i pi
o= i, 35 S0 (1) (T

i=n+1 k=1

ingresando el limite a la sumatoria

Como i > n + 1 entonces i > n por lo tanto cuando Az — 0 también Az~ — 0

@ = i i<—1)’”(0) (Z) (f) ki

i=n+1 k=1
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asi

conociendo ¢, 0 y « se tiene

fM(@)=¢+0+a
p!

(1) () —

27"+ 0

quedando demostrada la primera parte del teorema 2.3. La demostracién de la segunda parte

(para n > p) se encuentra en la demostracion 1 de la demostracion del teorema B.3.

Demostracion B.4 (Teorema 2.4). Si p es un entero positivo 'y x # 0, entonces

" wptn—=1 o
@) =(=1) Wx( )

donde n € N

Demostracion
Este teorema se demostrara por induccion

Paso 1: Para n = 0 se tiene

d’ —p\ _ o(p+0_1)! —(p+0
@) =(=1) Wm( )
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simplificando

d° o (p—1)! .
@(x )_1.—(]9—1)!%

como (p — 1)! # 0 se puede simplificar

d()

dx? (z7F) =™

cumpliéndose asi paran = 0

Paso 2: Ahora paran =m

A (x7P) = (_1)mwx—(z}+m)

dxm (p—1)!

Hipotesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

dm+1

dxm—&-l

(a77) = <—1>m“-(£9—+_Tfff“’*m*” (B.5)

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.5) y llegar al otro miembro usando
la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se llegara

al miembro derecho.

dm+1 B d dm B
priCi d_<d_m( ”>)

aplicando la hipétesis de induccion del paso 2

™ vy = i((—l)m—(p+m —~ 1>!x<p+m>)

dzm 1) T A (p—1)
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sacando los multiplos constantes de la derivada de primer orden

dmtl Sp+m-—=1) d

g @) = (1) BCE L ~m)

calculado la derivada

s = I
reescribiendo

R = e
simplificando

T ) = (P iy

dxmtl (p—1)!

quedando asi demostrado el teorema 2.4

Demostracion B.5 (Teorema 2.5 Derivada de una suma y mdltiplos constantes). Si f y g

son diferenciables de x en cualquier orden con oy 3 constantes, entonces

n

L (@f (@) + Bo(a)) = af(a) + B9 ()

donde Vo, 5 € R

Demostracion
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Esta demostracion se realizard a partir del teorema 2.1

sea h la suma de las funciones con los multiplos constantes

hx) = af(z) + By(x)

aplicando el teorema 2.1 a la funcién h siendo ~™ () la deriva de orden n

n

n . VY 1 k n
A (z) = Algowk;(—m (k) h(z — kAx)

ahora evaluando x — kAx en h(x)

A" (z) = lim ! (—1)F (Z) laf(r — kAx) + Bg(x — kAx)]

Axz—0 (Al’)n

separando la suma
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por propiedades de las sumatorias y de los limites se sacan las constantes o y (3 de las

sumatorias y los limites correspondientes ya que son constantes

n

A (z) = aalaicrgo @ Z(—l)k (Z) flz — kAx)+

k=0
, 1 “ n
f lm Ay ;H)k(/{;)g(m ~ kAT)

por el teorema 2.1 se tiene que

FO (@) = 1im — i(—l)k(Z)f(x—kAx)

Az—0 (Al‘)n

() = Jim S0 ot~ ko)

sustituyendo

finalmente remplazando k(™ () se tiene

n

I (@) + Bola)) = af ™ (x) + Bg™(2)

dz™

quedando asi demostrado el teorema 2.5

Demostracion B.6 (Teorema 2.6, derivada de orden natural de un producto). Si f y g son
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diferenciables en cualquier orden en x, entonces también los es su producto y

(90 = = @ate) =3 () 1M ")

siendon € N

Demostracion
Esta demostracion se realizard por induccién

Paso 1: Para n = 0 se tiene

(-0 =3 (1) 100

expandiendo la sumatoria
reescribiendo

por lo tanto se cumple paran = 0

Paso 2: Ahora paran =m

(£ ™) =3 (1) 1)

Hipotesis de induccion
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Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

m+1 s m+1 k m+1—k
(f- 9 (@) => ( A )f( )(2)g™ R (z) (B.6)
k=0

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.6) y llegar al otro miembro usando
la hipétesis de induccion, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se llegard

al miembro derecho.

(79" w) = 1 (9"

aplicando la hipétesis de induccion
" d (<= (m i
(£ = (3 () g
k=0

usando el teorema 2.5 de suma y multiplos constantes para ingresar dentro de la sumatoria el

operador

(90w =3 (1) 4 (P )
k=0

calculando la derivada entre dos funciones

(70" 0) =3 (1) Sy ") + 1D g )

k=0

separando sumatorias

(f-g) m+1 Z (7:) k+1 (m k)($)+
=0

> (”,j)f(“ ()97 ()

k=0
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indexando la primera sumatoria

(£ =3 (")) 1 )

k=1
m

> (4) )

k=0

sacando el primer termino de la segunda sumatoria
m+1

(£ =30 (") s

k=1

Fg ™)+ 3 () 7 )

sacado el termino m + 1 de la primera sumatoria

0w =30 (") PEe e+ (1] )
F)g ™)+ 3 () 7 g )

simplificando

(£ 0w =30 () O )+ gl

Fgm )+ 3 () 7P g )

m
k=1

sumando las dos sumatorias

a0 =3 (7)) + (1)) 1wt

k=1

Fr (@)g(z) + f(a)g™ (@)
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sumando los dos binomiales

(£ ) =3 (") g )

k=1

Frm (@)g(z) + f(a)g™ (@)

como f(x)g™*+Y(z) es el termino en la posicién k = 0, entonces se elimina este termino y

se comienza la sumatoriaen &k = 0

(£ ) =3 (")) + S gt

k=0

como f™*(z)g(z) es el termino en la posicion k = m + 1, entonces se elimina y se ubica

como limite superior de la sumatoria m + 1

(f-9) ™D (@) =) (m,: 1) FP (@)gm 0 ()

cumpliéndose para n = m + 1, asi quedando demostrado

Demostracion B.7 (Teorema 2.8, derivada de orden natural de un cociente). JSi f = f(x)y
g = g(x) son diferenciables en cualquier orden en x, y si g(x) # 0, entonces el cociente
f(z)/g(z) es diferenciable en cualquier orden en x 'y

(1Y = (1) e CDP bl =B T (9™
dx”(g) _Z(k>f Z malemy gl g 11:[1 i

k=0

153



donde

con

Demostracion

Aplicando el operador L= al cociente f/g se tiene

[ f
i ()

como g # 0 se puede reescribir el cociente como un producto

o (f\ 1
i (5) =i (175)

aplicando el teorema 2.6 que se refiere a la derivada de un producto

AN N () pw <1>(n_k)
i ()= ()

Ahora para encontrar ( g‘l)("fk) se debe aplicar el teorema 2.7

@) =Y -

d*x my!1lmimyl2im2 . .om, Inlmn

n

)

plmrmerem) (o)) - 1]

1

B.7)

(g(” (96)) h

pero se debe conocer la derivada de orden ¢,,_; donde ¢,,_r = my +--- +m,_ dela
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funcién p(z) = x~! que por el teorema 2.4 es

PP (z) = (_1)¢7L7k( (f" ’1) DL 2~ [Pn—k ]

:( )d)n k:¢ ¢n k""l}

y evaluando en p(z) en g finalmente se tiene que

Abhora bien se tienen todos los datos y se aplica el teorema 2.7 con la ecuacién (B.8) ,

obteniendo

n—k m;
—1\(n—k) (n—k)! b T 0 i

Ml —

reescribiendo

_1\ (n—k) ( 1)¢" k(bn (n—k)l b m;
(9 1) :Zml!l!ml'“mn ]7( gy -9 [¢ +1]H< >

volviendo a reescribir se tiene

k) (F1D)P R gl (n — k) g lon—ict] !
()" = H (B.9)

Remplazando la ecuacién (B.9) en la ecuacién (B.7) Se obtiene

(D) () S e ()

k=0

quedando demostrado el teorema 2.8
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Demostracion B.8 (Teorema 2.9, derivada de orden natural de la funcion seno). Sea
f(x) = sen(x) entonces

d" nw

— (sen(x)) = sen (:c + 7)

dz™

Vn e N

Demostracion
Esta demostracion se realizard por induccion

Paso 1: Para n = 0 se tiene

dd—; (sen(z)) = sen (x + OT”)

simplificando

dO
70 (sen(z)) = sen(x)
por lo tanto se cumple paran = 0
Paso 2: Ahora paran =m
am mm
o (sen(z)) = sen (x + 7)
Hipotesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

dm+1

e sen(a)) = sen (- LT (B.10)

2
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en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.10) y llegar al otro miembro
usando la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y
se llegard al miembro derecho.

Cgim_;l (sen(z)) = % (d—m (sen(x)))

dxz™

aplicando la Hipotesis de induccion

j:—n:l (sen(z)) = di (Sen (x + %))

T

calculando la derivada de orden 1 la funcién sen(x)

dm+1 mi
T (sen(z)) = cos (m + T>

por la identidad cos(6) = sen(6 + 7/2) y con § = x + mn /2 se tiene

dm+1

ey (sen(x)) = sen (x + mm + E)

2 2

sumando terminos semejantes

dm_“( (2)) = +m7r+7r
Tyt (sen(@)) = sen (@ 5

agrupando en el interior de la funcién seno

dm+1

dpm+L (sen(z)) = sen (g; + M)

2

cumpliéndose para n = m + 1, asi quedando demostrado
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Demostracion B.9 (Teorema 2.10, derivada de orden natural de la funcion coseno). Sea
f(x) = cos(x) entonces
dn

e (cos(x)) = cos (3: + %)

Vn e N

Demostracion
Esta demostracion se realizard por induccion

Paso 1: Para n = 0 se tiene

dd—; (cos(z)) = cos (:c + 077)

simplificando

40
g (cos(x)) = cos(x)

por lo tanto se cumple paran = 0

Paso 2: Ahora paran =m

<Zc_mm (cos(x)) = cos (:U + %)

Hipdtesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

dm—i—l

e (B.11)

(cos(z)) = cos (;): + M)

2
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en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.11) y llegar al otro miembro
usando la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y

se llegard al miembro derecho.

B (eos(a)) = & (d—m (cos(rc)))

dxz™

aplicando la Hipotesis de induccion

jxm—n; (cos(x)) = di (003 (x + %))

x
calculando la derivada de orden 1 la funcién sen(x)

dmti ( mm )

e (cos(x)) = —sen (z + E3

por la identidad sen(f) = —cos(0 + 7/2) y con § = = + mn /2 se tiene

dm+1

Tl (cos(x)) = cos (m + mn + Z)

2 2

sumando terminos semejantes

dm_“( (2)) = +m7r+7r
T (cos(@)) = cos (@ 5

agrupando en el interior de la funcién seno

;im—n; (cos(z)) = cos (1’ + M)

cumpliéndose para n = m + 1, asi quedando demostrado
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Demostracion B.10 (Teorema 2.11, derivada de orden natural de la funcién tangente y

cotangente). Sea fy = tg(z)y fi = ctg(x) entonces

d"fo  ~=(n km bt 1] i im\\""
e kZ:O (k) sen <x + 5 ) Zan,k(cos(a:)) g qeos @ + 5

a"f " /n km g im\\""
Wnl = Z <k) cos (x + 7) Z i (sen(z))~(@n-rtll E (ﬂsen (m + 3))

k=0
donde
(1) 46,4l — )
Ap—f =
m1! ce mn,k!
n—=k
¢nfk == Z m;
i=1
con
n—k
(i-mj))=n—k
i=1
Demostracion
Parte 1 :

Esta demostracion se se hard usando el teorema 2.8 que se refiere a la derivada de orden

natural de un cociente, para ello se debe expresar la tangente como un cociente

-t - (2

cos(x)

finalmente la derivada de orden natural de la funcién tangente es la derivada de orden natural
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del cociente entre el seno y el coseno

o (2ot

para calcular esta derivada, se usa el teorema 2.8 aplicado a la funcién fy = tg(x)

fy _ d" <sen(m))

dzm  da™ \ cos(x)

" " /n —1)%n—k g, 1l (n — k)!
=3 () tentan 3 S 2 s

dxm mql - my,_i!
5—0 1 n—k

T (beeostn)”

con

i
e

<.
I
—

para simplificar la notacion de la expresion se hace la sustituciéon

R )]

=k = my! - my,_p!
obteniendo
dnf n n n—k 1 m;
dx’"? = ; (k) (sen(z))®) Zan_k(cos(x))_[%*”l} H (ﬁ(cos(x))(i))
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por el teorema 2.9 se tiene que (sen(z))® = sen(x + kr/2)

o - kz @ o <f” * %W) S (coste) et <%<COS<I>)@)W

i=1

por el teorema 2.10 se tiene que (cos(x))’ = cos(x + im/2)

d"fo " /n kx (b t1] o im\\""
T = kZ:O (k) sen <x + 7) Z an—g(cos(x)) g qeos @ + )
Parte 2 :

Esta demostracion se se hard usando el teorema 2.8 que se refiere a la derivada de orden

natural de un cociente, para ello se debe expresar la cotangente como un cociente

fi = clg(z) = (cos@c))

sen(x)

finalmente la derivada de orden natural de la funcién cotangente es la derivada de orden

natural del cociente entre el coseno y el seno
d" [ cos(x)
dx™ \ sen(x)

para calcular esta derivada, se usa el teorema 2.8 aplicado a la funcién f; = ctg(z)

dfy  d (cos(m))

B sen(x)

dz™ dx™

n i n —1)Pn—r _kn—~r)! _ 1
T =3 () feosta 3 (et E

k=0
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con ¢

n—k
qbn—k: - Z m;
=1

con

1
ol

(t-m;)=n—k

=1

para simplificar la notacion de la expresion se hace la sustitucion

(1) l(n  b)

An—k = | |
maq: My, —f-

obteniendo

n

Cj;;];l =2 (Z) (cos(x))® >~ ap_y(sen(z))onrt] ﬁ (%(Sen(z))(i))mi

k=0 i=1

por el teorema 2.10 se tiene que (cos(z))*®) = cos(x + kr/2)

Ocl;{zl = ; (Z) cos <:z: - %W) > an_k(sen(x))—[m_m]ﬁ ( % (Sen(x))(i))mi

por el teorema 2.9 se tiene que (sen(z))" = sen(z + in/2)

dfy & k (2 V)"
55 (o () Senstntr o T (o ()

k=0

Quedando demostrado
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Demostracion B.11 (Teorema 2.12,derivada de orden natural de la funcién exponencial ).
Sia>0yb> 0 entonces
dn

% (abw> — (abx>(") — (bln(a))nabx

Vn e N

Demostracion:
Esta demostracion se realizard por induccién

Paso 1: Para n = 0 se tiene

dO br\ __ 0, bx
) (a") = (bin(a))’a

simplificando

dO bx bx
a0 (@) = a
por lo tanto se cumple paran = 0

Paso 2: Ahora paran = m

d™ o hey _(bay(m) _ m bz
i (a") = (") = (bin(a))™a

Hipétesis de induccion

Paso 3: Para n = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1

dm+1

dxm—i-l

(abz) _ (abx)(mﬂ) = (bln(a))™1a"" (B.12)
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en este paso se debe partir de un miembro de la igualdad (B.12) y llegar al otro miembro
usando la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y

se llegard al miembro derecho.

dm+1 bxr\ __ d dm bx
g (@ )—@(dx—ma )

aplicando la hipétesis de induccion

dm+1 d

bxr\ __ m bx
drm+1 (a ) T dr ((bln(a)) a )
sacando las constantes
dm+1 bx m d bx
P (a ) = (bln(a)) . (a )
calculando la derivada
dm+1

(a") = (bln(a))™ - bin(a)a™

dgrm+1

simplificando

dm+1

et (@) = (@)™ = (bln(a)™

cumpliéndose para n = m + 1, asi quedando demostrado

Demostracion B.12 (Teorema 2.13,derivada de orden natural de la funcién logaritmo ). Si
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b > 0 entonces

d" (=)t (n—1D)lz™

%logb(x) = 0 ., YneN-{0}

Demostracion:

dr d" (In(x)

— 1 - -

aon09(®) = <ln(b)>
sacando las constantes

Telon(@) = s - 1 (in(o)

reescribiendo

d" 1 dvt d
%1091)(@ =) dent (—l”(l'))

calculando la derivada

d" 1 4!

o) = o ()

o~

aplicando el teorema 2.4

d" 1 el
%logb(x) = ) (—1)

(I+n—-1- 1>!x—(1+n71)
(1-1)!
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simplificando

reescribir

dn
wwgb(l’) =

Asi quedando demostrado.
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Apéndice C

Demostraciones capitulo 3

Las matematicas consisten en
demostrar las cosas mas obvias de

la forma menos obvia.

George Polye

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 4

Demostracion C.1 (Teorema 3.2, Teorema de leibniz). Sea f(x, ) una funcion tal que,
tanto f(x,T)y su derivada parcial f,.(x,T) son continuas en x 'y T en alguna region (., ),
incluyendo a(x) < 7 < b(z),xo < x < x1 suponga también que las funciones a(x) y b(z)
son continuas y sus derivadas en xo < x < x1. Entonces para xq < v < x1.

d [ d b(a)
&z o f(:c,T)dTZf(x,b(x)).@b(x)—f(gg,a(x))._xa(x)Jr/a D fa,ryar

Demostracion:

Sea

b(z)
(e, a,b) = / | fw

ahora lo que realmente exige el teorema es calcular la derivada de 1 (x, a, b) con respecto a
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z,donde a = a(z) y b = b(z)
d

@@/}(x, a,b)

para ello se usara la regla de la cadena en variables

(G
¢x ¢b
Ya
z a b
da
dx
da b
dx dx
T

De acuerdo al diagrama de drbol se puede evidenciar cual seria la derivada

d _ OP(z,a,b) dx  OY(z,a,b) da(zx)  OY(x,a,b) db(z)

dxw(x’ a,b) = Ox " da dr ob dx
Simplificando

d _ 0Y(z,a,b)  OY(z,a,b) da(z) OY(z,a,b) db(z)

%w(% a.b) = oz i da i ob dx D

Revisando de manera individual las derivadas parciales presentadas en el miembro derecho

de la ecuacion (C.1)
oY
1. 5
Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

4 / flx,m)dr = f(x, 1) ; k = constante
dx k
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Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

0 o [°
—qé:%/a f(z,T)dr

= f(xv b)
= f(z,b(z))
finalmente obteniendo
%~ Fab(a)) 2)
o x,b(x .
(o)
da

Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

/ f(z,7) —f(x,7) ; k = constante

Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

aa 6@/ f(@,7)
= —f(z,a)
= _f(xv (Z(IE))
finalmente obteniendo
oY = C3
B0 = —f(z,a(z)) (C3)

o
t Oz
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Por el teorema fundamental del calculo se tiene que:

d [* b d
d_/ f(w,T)dT:/ %f($,7)d7 :n,k  constantes
T n n

Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

o 9 [
%:%/a f(ﬂ?,T)dT

b
0
:/a g (x,T)dr

o [P0
a_,jl,’_ i %f(l’,T>dT (C4)

finalmente obteniendo

Ahora remplazando las ecuaciones (C.2), (C.3) y (C.4) en la ecuacién (C.1) se tiene

d%w(x’ @) = / a%f(xa r)dr - f(z, a(iﬂ))dﬁf) + f(z,b(z)) - dlzg)

Organizando y simplificando se obtiene que

(z) (@)
% a(bw) f(z,7)dr = f(x, b(x))-%b(m)—f{x,a(z))~dixa(:c)+/az;) aﬁxf(x,ﬂdt (C.5)

Asi, quedando demostrado el teorema de Leibniz.

Demostracion C.2 (Teorema 3.4,Integral repetida de Cauchy). Sea f una funcion continua
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en el intervalo [a, x| entonces

/:/;.../;/;f(a:)da:da:...dxdm: (p_ll)!/:(l’—T)plf(T)dr

p veces

conp € N

Este teorema se demostrara por induccion

Paso 1: Para p = 1 se tiene

/ax f(z)dx = a _1 0 /az(x — ) (r)dr

simplificando

/:f(x)dx - /:fde

cambio de variable de integracion

/j f(z)dz = /:f(x)dx

cumpliéndose asi para p = 1.

Paso 2: Ahora parap = m

/:/ax‘"/:/:f(a:)dazda:~--dxda::ﬁ/j(q;_ﬂmlf(T)dT

m veces

Hipotesis de induccion
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Paso 3: Para p = m + 1, si se cumple para m debe cumplirse para el sucesor que es m + 1
€T €T x x 1 €T
/ / x / / fz)dzdz - - - dedx = %/ (x —7)"f(r)dr (C.6)
¢ rarL+1 vece% ¢ o

en te paso se debe partir de un miembro de la igualdad (C.6) y llegar al otro miembro usando
la hipétesis de induccidn, en este caso se comenzard desde el miembro izquierdo y se llegara

al miembro derecho.

// / /f(x)dxdx---d:cdx—/ /// /f(x)d:cd:r;---d:cd:v dx
¢ 7?1—}-1 vece(; ¢ ¢ ¢ am vecesa ¢

aplicando la hipdtesis de induccion

[ ][ [ rwissaste= [ (2 [ -am ) a
- aaxmx xx—a(m_l)!a:vT T)dT | dx

m+1 veces
amplificando por m

/ax/:---/:/amf(x)dxdx---dxdx:/: (%/j(:p—f)m—lf(f)d7> dz

m+1 veces

aplicando propiedades de las integrales definidas

/:/:/:/:f(x)d:cdxd:cd:c:%/: (/axm(l‘—T)mlf(T)(b') dx

m—+1 veces
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reescribiendo

/:/:.../:/:f(x)dxdx..-dxdx:%/j (/:%[(x—ﬂmf(ﬂ}(h) dx

m+1 veces

/j/:.../:/:f(x)dxdg;-.-dxdx:%/j (0+/:a%[(x—7)mf(7)]dr) da

m+1 veces
reescribiendo
// /x/xf( Vdedz - - - dede = — / (z =)™ f( )+/x 0 [(z —7)"f(7)]d7 ) d
- aax:)sx xx—m!axas:naaxxr T)|dT | dz
m—+1 veces
por el teorema 3.2
T pwaede e dvar = S [T =y pyar ) a
’ a...a ) €T l‘x...l‘l‘_ma% a(l' 7—) f(T)T i
m—+1 veces
por el teorema fundamental del calculo
x x x x 1 x a
/ / . / / f(z)dzdz - - - dedx = — (/ (x —7)"f(T)dr _/ (a— T)mf(T)d7'>
m]!
“ gn—i—l vece(; “ ¢ ’
la segunda integral se anula ya que el limite superior es igual al limite inferior
x x x xX 1 x
// / /f(x)dxdx---dxde%/ (= 7)™ f(r)dr
“ ;ln—i-l vece(; “ e

Asi, quedando demostrado el teorema de la integral repetida de Cauchy.
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Apéndice D

Demostraciones capitulo 4

Ninguna investigacién humana
puede ser llamada verdadera
ciencia si no puede ser demostrada

matematicamente.

Leonardo da Vinci

En este capitulo se realizaran las demostraciones del capitulo 5

Demostracion D.1 (Teorema 4.1, Derivada de orden real negativo).

n

D =) = Jim (80 S {4 e - koo = o [ - e

[, 7] Az—0 — ['«)

Para demostrar este teorema se garantizard la existencia del limite.

Se tiene

D~ f(z) = lim (Az)® Y {Z}f(a: ~ kAx)

[a, 2] Az—0

ingresando Az en la sumatoria

[C%Dx]fo‘f(x) - Al;l;rgo { (]z }(Ax)af(l’ — kAx)
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reescribiendo

~f(z) = lim Z e 1{ } (kAz)* Y (Az) f(x — kAzx)

[a ] Am—>0

cambiando el limite y dejando en términos del parametro n

—a "1 Q z—a\*" (z—a r—a
2=ty (05) (50 ()

amplificando con I'(«)

o o L r—a *lr/r—a . Toa
o= {0 () (50 ()

Abhora bien para garantizar el teorema se debe cumplir que

. Ta) fa
klgrolokal{k}_l

a—1
lim Z ( - a) (z a) f (I - a) , converge a un valor

Evaluando el limite D.1 y por la definicién de { (]j } en el teorema 3.1

. r(a){a} oy D@ al(a+h)

boee ko1 |k |~ ks kot D(k + DD(a + 1)

aplicando propiedades de los limites

lim Do) fa) _ al(a) m I'a+k)
koo ko1 |k [ T(a+ 1) koo ko= 1T (k + 1)
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evaluando el limite

. F(a){a}:r‘al“ﬂ.l

k—oo ko1 | k (04 -+ 1)

aplicando la propiedad 1.1 de la funcién gamma

simplificando

ahora bien se cumple la condicién (D.1) lo que indica que cada vez que k — oo el factor
tiende a 1, sin embargo se debe garantizar que la sumatoria (D.2) converja a la integral

deseada. Para ello se da forma de sumatoria de Riemman

n a—1
r—a r—a T —a
If k- e -
i 30 (520 ) (500 (o)
n a—1
:T}l_{goz<kx;a> f(x—k:-x;a> (:E;a)
k=0

asi por la sumatoria de Riemman por izquierda esta sumatoria converge a la siguiente

integral

Ahora que converge la sumatoria y el limite del factor tiende a uno cada vez que k — oo,
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conociendo que la sumatoria esta acotada se escribe de la siguiente manera

2wl Rt} (5 (5 ()

Dadas las condiciones (D.1) y (D.2)

@ b -1- ' — ) (D)dr
D @) = g1 [ =
simplificando
-« = L ’ r— 1) (T)dr
oy @)= F(Oz)/a e

Asi, quedando demostrado el teorema de la derivada de orden real negativo.

Demostracion D.2 (Teorema 4.2, Composicion de derivadas).

[Q]_a <[®]_Bf($)) - [@}_(a—’_ﬁ)f(l’)

cona,3 € Rt

Para esta demostracion se partird del miembro izquierdo y se llegard al miembro derecho.

Aplicando el teorema 3.1

2 (2,7@) = 2, (g [ w7
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volviendo aplicar el teorema 3.1

[ﬁ}ﬂ ([ﬁ]ﬁf(a:)) - ﬁ /:(x - (ﬁ /aT(T - w)ﬁlf(w)dw> o

escribiendo como integral doble

S ([%WO - W /x /QT(:C =) (7 = w)’ T f(w)dwdr

cambiando el orden de integracion

o ([e?zdﬁf(m)) - W /w /:(x = 7)* N = w)? T f(w)drdw

sacando f(w) de la integral del interior

[a,@w}ia ([;Dx}ﬁf(x)) B W /: fw) (/:(ac —TTr - w)BIdT) w

T—W

haciendo la sustitucién u = == con diferenciales (v — w)du = d7 y cambiando limites

[w,z]; = [0,1],

2 (0@ = e [ o ([ (7 e — ) w)d ) dv

sabiendo que 7 = u(x — w) — w sustituyendo se tiene x — 7 = (x — w)(1 — u)

I
=
g\%

=
£
VRS
N
N
£
o
+
isY
B
I
i
—_
|
E

2

L

oW

N
~__

oW

S

o -3 1
[a,Dx] (ﬂ} f(x)) ['(a)l

sacando valores que no dependen de la integral del interior

[glia <[3)x}6f($)> B m /j(m - w>a+571f(w) (/01 uﬁfl(l - U)aldU) w

179



Dada la definicion 1.4 de la funcion beta

o - - xw—w‘”’l w)B(a w
2,7 (2710) = mry [ (e -0 st

[a, 2]

sacando como factor la funcidn beta

[a, 7]

aplicando la propiedad 1.6 que relaciona la funcién beta y la funcién gamma

o B ()| = L(a)L(B) . 1 ¢ 7 — ) B () dw
o <[£] A )) - T(a+p) F(a)F(ﬁ)/a( ) w)d

simplificando y haciendo cambio de variable enla integral

@ Pflx :—1 wa:—TaJrB*l T)dT
b <[£} A )) F(OHrﬁ)/a( ) fr)d

aplicando el teorema 3.1

[ﬂ]‘“ ( D _Bf(x)) = D @ f(x)

la, 7] [a, x]

Asi, quedando demostrado el teorema de composicion de derivadas de orden real negativo.

Demostracion D.3 (Propiedad 4.1, Derivada de orden real de una suma y multiplos
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constantes). Si f y g son diferenciables en x de orden m, con 'y [3 constantes, entonces

D Maf(a)  fg(r)) = D ¥ [a) £ D+ gla)

[a, 2]
donde Vo, B, n € R

Aplicando la definicion 4.1 siendo la derivada de Caputo

u _ 1 v 1 .
[(Px} (af(x) £ Bg(x)) = Tl — 1) /a R [(?x} (af(r) £ Bg(r))dr

por el teorema 2.5dela derivada de orden natural de una suma y multiplos constantes

" 1 g 1 - -
[3] (af(z) £ By(z)) = F(m—u)/a R (a [R:] f(T):i:/B[g} 9(7)) dr

aplicando distributiva del producto con respecto a la suma y luego aplicando la propiedad de

linealidad de la integral

Iz _ « * 1 ™o (\dr
el % 8910 = s | o B 0

finalmente aplicando la definicién 4.1

D “(af(r) £ fy(@) = D" fx) £ 8 D " g(x)

(a, x] a, ]

Asi, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de una suma y

multiplos constantes.
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Demostracion D.4 (Propiedad 4.2, Derivada de orden real de un producto). Si f y g son

diferenciables en x de orden m, entonces

04w =Y () D (1)

ja,2] po ja,]

donde p e Ryu<m

Aplicando la definicion 4.1 siendo la derivada de Caputo

w _ 1 * 1 -
D (f-9)(z) = F(m—u)/a R (f(r)g(r))dr

aplicando el teorema 2.6 de la derivada de orden natural de un producto

m

B(F.a)(x) = 1 T 1 m 09 () m8) () g
[a,goc] (9@ F(m—u)/a (x_T)uerlZ(k)fk()g M(r)d

k=0

aplicando propiedades de las sumatorias

RS (72) r(ml— m / ' — T];Mmﬂ £0(1) gm0 ()

[a, @] k=0

aplicando el teorema 4.1

0490 =3 (1) 2 (P )

ja,2] paard ja,]

Asi, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de un producto.
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Demostracion D.5 (Propiedad 4.3, Derivada de orden real de una funcién compuesta). Si
f(u) es diferenciable en cualquier orden en el punto uw = g(x), y g(x) es diferenciable en

cualquier orden en x, entonces la derivada de orden 1 de la funcion (f o g)(x) = f(g(x)) es

m)!

m k:j
_ : —(m=p) | p(krtkot-+km) ) ©))
D "flg(x)) = Z ey kLo 121k2 e lhom [R] g <f p (9(x)) H (g ($)> )

fa,a] =

donde

L ki +2-ko+--+k-kp=m
peR

pw<m

Aplicando la definicién 4.1 siendo la derivada de Caputo

I _ 1 ’ 1 "
D 1(6(0) = s | g D" flal)ir

[a, 2]

aplicando el teorema 2.7 de la derivada de orden natural de una funcién compuesta, para

simplificar la notacién ¢ = D *f(g(x))

[a, z]

1 v 1 m! TG A
_ (k1 +ka+-+km) ) @) (7)\Fi
= Tm =) / (z — 7)p—m+L 2. e ol (9()) Hl (97 () dr
=
aplicando propiedades de las sumatorias
m! 1 v 1 T G
= (k1+ko+-+km) . (4) k;
=D R ol T(m — 1) / STt A () ] (9 (7)) dr
a ]:1
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aplicando la definicién 4.1 y remplazando ¢ = D *f(g(x))

[a, 2]

m! e i , ki
D “flg(w) =) T 1Rt g 121R2 - o Tyl [a%] o= (f(kﬁkﬁ ) (g()) - H (9(])(517)) )

o, ] e

Asi, quedando demostrada la propiedad de la derivada de orden real de una funcién

compuesta.
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