Un estudio de la métrica del ascensor

Jonathan Alexander Sarmiento Laguna

Universidad Pedagdgica Nacional
Facultad de Ciencia y Tecnologia
Departamento de Matematicas
Licenciatura en Matematicas
Bogota D.C.

2021



Un estudio de la métrica del ascensor

Jonathan Alexander Sarmiento Laguna
2017240073

C.C. 1016089278

Trabajo de grado para optar por el titulo

de Licenciado en Matematicas

Dirigido por: Gil Alberto de Jesus Donado Nufiez

Universidad Pedagdgica Nacional
Facultad de Ciencia y Tecnologia
Departamento de Matematicas
Licenciatura en Matematicas
Bogota D.C.

2021



A mis padres por sus sacrificios, esfuerzos, porque a pesar de las dificultades siempre confiaron
en mi y me dieron su apoyo total en las decisiones que he tomado, ademas, de su &nimo para la
realizacién y culminacion de este trabajo, pero por encima de todo por ser mi fuente de

motivacion dia a dia.

A Vivian por su apoyo y amistad incondicional, por creer y sacar lo mejor de mi durante estos

afos.



Tabla de contenido

INEFOAUCCION ..ot bbbt e bbbt bbb enes 1
JUSTITICACTON ..ttt bbbt re s 2
Lo ODJEUIVOS ..t 3
1.1. ODJETIVO GENETAL........ccuiiiiiiic e 3
1.2. ODbjetivS ESPECITICOS ....c.veuviiiiiiieieieiiee e 3
2. Marco de RETEIENCIA ........cviieieiiieie e 4
2.1. POSTUIAAOS ...t 4
2.2. DTINICIONES ... .ot ettt bbb e ans 4
2.3. Tabla d8 NOTACIONES ....c.veevieciieiiee et sre e 6
3. La MELFICa del ASCENSON .......euveieieiie sttt reereene e 6
3.1. DefiNICION A8 MELFICA......cveieieiecece e 7
3.2. Definicion Distancia del ASCENSON .........ccciviierierereie e 7
3.3. Demostracion Metrica del ASCENSON.........ccuveierereie et 8
4. Exploracion de Lugares GEOMEALIICOS.........cuciveeiueeieiiieie et 11
4.1. El Trabajo con Lugares GEOMELIICOS .........couervererierieesienieieesie e 11
4.2. O ol o [ C1-To] €11 o] - F SRS 12
5. Lugares Geométricos en la Métrica del ASCENSOT ..........ccevveveeieeieeie e, 13
5.1. T cT0 01T 1 (0SSR 13

5.1.1. Proposicién Segmento del ASCENSON .........ccecveiueerieiieiie e eree e eie e 13



5111, DEMOSIIACION. ...eeeeeeee et e e ettt e e e e e e e e e e eeeeeaaaans 14

5.2. RAYOS ..ot 18
5.2.1. Proposicion Ray0 del ASCENSOI........c.ccuiiririiiriiieesiesieesie e 18
5.2.1.1. DEMOSLIACION. .....oviiiiiiiiieiieie et 18

5.3. RECTAS. ... 24
5.3.1. Conjetura Recta del ASCENSON ........ccueiveiiieieiiesie e see e se e e sre e 24
5.3.1.1. DEMOSLIACION. .....oviuiiiiiiieeiieie ettt 25

5.4. PUNTOS MEAIOS ...ttt 28
5.4.1. Proposicion Punto Medio del ASCENSON .........ccceveirenerinene e 29
5.4.1.1. DEMOSLIACION. .....cviieiiiieiieiieie ettt 30

5.5. IMIBAIALIICES ...ttt 36
5.5.1. Proposicion Mediatriz del ASCENSOI .........ccecveieerieiieie e 36
5.5.1.1. DEMOSLIACION. .....oviuiiiiiiiieiieiesieie ettt 37

5.6. CIFCUNTEIENCIAS ...t 45
5.6.1. Proposicion Circunferencia del ASCENSON .........ccccveveveierierieiesesie e 45
5.6.1.1. DEeMOSLIACION. ....oviniiiiiiiiieieie ettt 46

5.7. B IS . .t 49
5.7.1. Proposicion Elipse del ASCENSOI .........c.cccveiuiiieieere e 50
5.7.1.1. DEMOSLIACION. .....cviiiiiiiiiieiieierieieie sttt 51

5.8. HIPEIDOIAS. ... 61



5.8.1. Proposicion Hipérbola del ASCENSON .........ccviveiierieiiesieeiee e 61

5.8.1.1.  DEMOSLIACION. ...cvveuieniiiiiiiiiesiesieeieeie ettt bbb 62

5.9. PAFADOIAS. ... ettt enes 74
5.9.1. Distancia de Punto a Recta en la Métrica del ASCENSOr.........cccccvvvrvrirannnne. 74
5.9.1.1. Definicion Distancia entre un Punto y un Conjunto. ..........cccceeeeeruennen. 74

5.9.2. Proposicion Parabola del ASCENSOX .........c.cccevveiieieiie e 76
5.9.2.1.  DEeMOSLIACION. ...cvveuiiieiiiiiiiisiesieeieeie ettt sttt 77

6. CONCIUSIONES ....cvveiiiieiecie st ettt ettt st nrenneas 84
6.1. Con respecto a la Métrica del ASCENSON .......ccvvvveiveiiieeeeeeee e 84
6.2. Con respecto a 1a formacion ... 85

N = (0) Y=ol o] TSP S S 86
BIDIIOGrafia......cccveeecce e s 87

indice de Figuras

Figura 1. Definicion MELrica del ASCENSO .......c.civiiiieieiieesie ettt ae e 8
Figura 2. Segmento del ASCENSOr CUANAOD G = Gp.veivveiveeiiiiieiieeie et 14
Figura 3. Segmento del Ascensor cuando b; = by = O..cvevvvveiiiiiiiiciie e 15
Figura 4. Segmento del Ascensor cuando a; # az, by F 00 by # 0 ueveevceeceece e 16
Figura 5. Rayo del Ascensor cuando @y = @y Y A1 < Gy coveeereeiesieeiieieseesee e sie e snee e 18
Figura 6. Rayo del Ascensor cuando a; = @y Y 0 < @y < G ceeerveieeiieieiieneee e 19

Figura 7. Rayo del ASCENSOr CUANAO Dy = 0 ..eoivviiiiiiiiieciiie et 22



Figura 8. Rayo del Ascensor cuando @ # Ay Y Dy # 0 coeeeeveeeiiiiiecce e 23

Figura 9. Recta del Ascensor cuando a; = a; Y @1 < 0 < Gy coveveveeiiveie i 25
Figura 10. Recta del Ascensor cuando a; = a; Y 0 < @1 < Qg eevveveeviiiiiiniiieeee e 26
Figura 11. Recta del Ascensor CUANAO By = Dy = 0 c.oovveiiiiiieee e 27
Figura 12. Recta del Ascensor cuando a; # az, b1 F 0¥ by # 0 evvevveeiiiiiieeee 28
Figura 13. Punto Medio del ASCENSOr CUANTO @1 = @y vvevvviveerieeieiieiieeieceesie e e sre e 30
Figura 14. Punto Medio del Ascensor cuando a; + |b1| > ay + [Da].cceoveoeienciiiiiiicec 31
Figura 15. Punto Medio del Ascensor cuando a; — |b1] > ay — |by|.ceceeveiiviieeicieiccece e, 32
Figura 16. Punto Medio del Ascensor cuando a; + |b1] < az + [Dy|.coceiveiiiiiniiiiiiecc e, 34
Figura 17. Mediatriz del Ascensor cuando a; = @y Y by = —D1 coecveevveiiiiieieece e 37
Figura 18. Mediatriz del Ascensor cuando a; = @y Y by # =Dy ceeeeevveeiieieee e 38
Figura 19. Mediatriz del Ascensor cuando a; # a, y a; + |b1| > ay + |ba] e, 40
Figura 20. Mediatriz del Ascensor cuando a; + |b1] = az + [Dy|.ceovieiiiiii, 41
Figura 21. Mediatriz del Ascensor cuando a; — |b1] > @y — [Dy|.coevvveveiieiieececeeeee 42
Figura 22. Mediatriz del Ascensor cuando a; — |b1] = @y — [Dy| covevevieiiviiiiiceeece e, 43
Figura 23. Mediatriz del Ascensor cuando a; + [b1] < @y 4 |Dy|cceeoeieiiiiiieiieiecee 44
Figura 24. Circunferencia del Ascensor CuaNdo D] = 7ecovoeieieieie e 46
Figura 25. Circunferencia del Ascensor cuando || < 7 ..ooveieeieiieiicic e 47
Figura 26. Elipse del ASCENSOr CUANTO (1 = @g..veiveiveiiiiiiiiiiiieiieie e 51
Figura 27. Elipse del ASCENSOr CUANTO (1 F Gg.uverveiveiieiiiriiiiieieie ettt 55
Figura 28. Hipérbola del Ascensor cuando M (a, bl;bz) ............................................................. 62
Figura 29. Hipérbola del Ascensor cuando M(al,—bl_az_zleHal) yg < dg(M,C) o, 64



Figura 30. Hipérbola del Ascensor cuando M(al,bl_az%“""'”l) k- Ag(M,C) e, 65
Figura 31. Hipérbola del Ascensor cuando M(al,blaz—lbﬂml) d,(M,C) < <d,(M,C)+
BACC, D) eevoeeeeeeoeeeeeeee e e ettt ettt ettt 67
Figura 32. Hipérbola del Ascensor cuando M(al,blaz—lbz'ml) y;> ds(M,C) +dy(C,D).... 69
Figura 33. Hipérbola del Ascensor cuando M (— ba-lbpl-aptay | ai, 0) f< ds(C,M) y <
AA(M, D) ettt ettt 70
Figura 34. Hipérbola del Ascensor cuando M (— Byolbploagtay | a;, 0), g =d4(C,M) yg <
Q02 YOO 72
Figura 35. Hipérbola del Ascensor cuando M (— Bylbpl-aztay | a, O) £s ds(C, M) y <
Q02 YOO 72
Figura 36. Hipérbola del Ascensor cuando M (— ba-lbpl-apta; | a, 0) £s ds(C,M) y >
A, D) oottt ettt e 73
Figura 37. Hipérbola del Ascensor cuando M (az,bz_az_—'bl'”l) ................................................. 73
Figura 38. Distancia de punto a recta CuaNdo y = K ....ccccvviiiiiiiiiecee e 75
Figura 39. Distancia de punto a recta cuando X = K .......cccocveeieeieiicieec e 76
Figura 40. Parabola del Ascensor cuando y = Ky [by| = K.ueeovveoeieeiiecceeee e 77
Figura 41. Parabola del Ascensor cuando Yy = kY [D1] < K coeveveieie i 78
Figura 42. Parabola del Ascensor cuando x =k y |k — aq| < |1 coveveviiiininiiieiece e, 80

Figura 43. Parébola del Ascensor cuando |by| < [k — @q] e 81



indice de Tablas

Tabla 1. Notaciones en el estudio de la MEtrica del @SCENSON .........covteeeeeeeeee e



Introduccion

En el presente trabajo y a través de los diferentes capitulos, se muestra el estudio realizado
para la exploracion e identificacion de algunos lugares geometricos como lo son: segmento, rayo,
recta, mediatriz y secciones conicas en la métrica del ascensor. En el primer lugar, se da la
justificacion del porqué de la realizacion de este trabajo, para luego en el primer capitulo
encontrarse con los objetivos generales y especificos para su realizacion.

En el segundo capitulo, se encuentra el marco de referencia en donde se listan y muestran
algunos postulados y definiciones que hacen referencia a algunos de los conocimientos previos
necesarios para la realizacion del estudio. Ademas, se muestra una tabla en la que se muestran las
diversas notaciones asociadas a la métrica usual y a la métrica del ascensor, que se podra encontrar
el lector a lo largo del trabajo. En el tercer capitulo, se presenta las definiciones de métrica y
distancia del ascensor, para luego pasar a la demostracion de que efectivamente la distancia del
ascensor cumple con la definicion de métrica.

En el cuarto capitulo se da a conocer el trabajo con los lugares geométricos desde el punto
de vista de algunos autores y el cdmo el software GeoGebra es de gran ayuda la exploracién de
estos con el fin de potenciar algunas habilidades matematicas. En el quinto capitulo, se presentan
los lugares geométricos en los cuales se realizo el estudio y en donde se cuenta como se realizé la
exploracion en de estos lugares en GeoGebra para asi con la ayuda de la visualizacién, poder
identificarlos y dar paso a la conjeturacion, argumentacion y demostracion en la métrica del
ascensor. Finalmente, en el sexto capitulo se presentan las conclusiones producto de la realizacion

de este trabajo, divididas en dos apartados: los aportes realizados a la métrica y las proyecciones.



Justificacion

La idea de este presente trabajo surge en la asignatura de Geometria Analitica de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional, pues en el inicio de este
espacio académico se habla de la definicién de distancia usual a la que se le Ilama distancia
euclidea y en donde se menciono la existencia de diversas definiciones de distancia o métrica,
despertando asi mi interés en extender el estudio de las métricas, especificamente para este trabajo
el de la métrica del ascensor, en donde se pretende ver algunos lugares, ademas de profundizar en
el saber matematico que aporta a los saberes y habilidades adquiridas en el proceso de formacion

durante la licenciatura.



1. Objetivos
1.1.0bjetivo General
Realizar un estudio de la métrica del ascensor que permita describir algunos lugares
geomeétricos.
1.2.0bjetivos Especificos
v"Identificar y describir mediante el uso de GeoGebra y métodos algebraicos algunos
lugares geométricos asociados a la métrica como lo son: segmento, rayo, recta,
punto medio, mediatriz, circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.
v A partir de la exploracion encontrar proposiciones que den cuenta de los lugares
geomeétricos asociados identificados previamente y realizar las correspondientes

demostraciones.



2. Marco de Referencia
En este capitulo, se presentaran algunos objetos, postulados y definiciones desde la
geometria euclidiana tomados de Samper & Molina (2013) y Lehmann (1989) que serviran de
referencia para la realizacion del estudio de la métrica del ascensor.
2.1.Postulados
v De la recta: Dados dos puntos, existe exactamente una recta que los contiene.
v" Medidas del segmento: Si B esta entre Ay C, entonces AB + BC = AC.
2.2. Definiciones
> Segmento: El segmento AB es el conjunto de puntos 4, B y todos los puntos X que
estan entre Ay B. Los puntos Ay B se llaman extremos del segmento.
> Punto medio: El punto M es el punto medio de AB, si esta entre los puntos 4, B y
AM = MB.
» Puntos colineales: Tres 0 mas puntos son colineales si existe una recta que los
contiene.
> Interestancia: B esta entre Ay C si se cumple que:
i. A,BYyC soncolineales
ii. AB+ BC = AC
> Mediatriz de un segmento (1): Dado AB. La mediatriz es la recta perpendicular al
segmento que pasa por el punto medio de éste.
> Mediatriz de un segmento (2): Dado AB. la mediatriz es el conjunto de todos los
puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento.
» Rayo: El rayo AB es la union del 4B con el conjunto de puntos X de la recta para

los cuales B esta entre Ay X. El punto A es el origen del rayo



Rayos opuestos: Dos rayos son opuestos si son colineales y sélo comparten el
origen.

Circunferencia: Dado un punto P, el conjunto de todos los puntos X que equidistan
del punto P una distancia r recibe el nombre de circunferencia. EI punto P es el
centro de la circunferencia.

Radio de circunferencia: Dada la circunferencia con centro en P y X un punto
cualquiera que pertenece a ella. La medida PX o los segmentos PX reciben el
nombre, respectivamente, de radio o radios de la circunferencia.

Pardbola: Lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que su distancia a una recta fija del plano es siempre igual a su distancia de un punto
fijo del plano y que no pertenece a la recta. El punto se llamara foco y la recta sera
la directriz.

Elipse: Lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que
la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una
constante, mayor que la distancia entre los dos puntos. Los puntos seran llamados
focos.

Hipérbola: Lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano,
llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que la
distancia entre los focos.

Distancia euclidea o usual para R: Sean Ay Ben R, d(4,B) = |B — A|

Distancia euclidea o usual para R?: Sean A(aq,b;) Y B(a,, b,) en R?, d(A,B) =

\/(01 —ay)? + (by — by)?



2.3.Tabla de notaciones
A continuacion, se presenta una tabla en la que se evidencia las diferentes notaciones que

aparecen en el desarrollo del estudio de la métrica del ascensor.

Concepto Meétrica Usual Meétrica del
Ascensor
Distancia entre dos puntos Sy T d(s,T) dy(S,T)
Segmento cuyos extremos son Ay B AB AB,
Rayo cuyo extremo es A y se dirige a B AB EA
Recta que pasa por los puntos Ay B 0 4B ol AB,o0l,
una recta
Mediatriz de los puntos Ay B My p Mys,
Circunferencia con centro en P y radio r OP. OB)a
Elipse cuyos focos son A y B donde k es @ {4, B}, ® ({4, B}i)a
la constante
Parabola cuyo foco es A donde [ es la WA, U(ADa
directriz
Hipérbola cuyos focos son A 'y B donde © {4, B}« © ({4,B}k)a
k es la constante

Tabla 1. Notaciones en el estudio de la métrica del ascensor

3. La Meétrica del Ascensor
En este capitulo se da a conocer la definicion lo que se considerara que es una métrica, la
definicion de distancia del ascensor que sera de uso en toda la realizacion del estudio y la

demostracion de que efectivamente la distancia del ascensor es una métrica en R2.



3.1. Definicion de Métrica
Segun Neira (2015) una métrica es:

Sea X un conjunto. Una métrica sobre X es una funcion p: X X X — R, paratodo x,y,z €

X, tal que:
1L plx,y)=0
2. p(x,y) = 0siysolosix =7y
3. p(x,y) =p(,x)
4. p(x,y) < p(x,z) + p(z,y) (desigualdad triangular)

Si p es una métrica sobre X decimos que (X, p), es un espacio métrico. La funcion p se
conoce también como funcion distancia y para cada par de puntos x y y de X, se dice que p(x, y)
es la distanciaentre x y y.

3.2. Definicion Distancia del Ascensor

La definicion de distancia del ascensor fue encontrada en Toledo (2017) y es la que se usara
a partir de este momento.

En R? se define la distancia del ascensor d, como sigue,

Sean A(aq,b,), B(a,, b,) € R? entonces:

|b; — by, a, = a;

dA(A:B):{|b1|+|a1—a2|+|b2|, a; # a
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Figura 1. Definicion Métrica del Ascensor

Veamos que la distancia del ascensor cumple las propiedades de una métrica.
3.3. Demostracion Métrica del Ascensor
Sean A(ay, b,y), C(a,, by),C(as, c3) € R?
1. ds(A,B)=0
VVamos a considerar dos casos:
Casol.a; =a,
Por la definicion de distancia del ascensor y como a; = a,, entonces
d4(A,B) = |b; — b,|
Y por propiedad de valor absoluto d, (4, B) = |b; — b,| = 0.

Caso2.a, # a,



Por la definicion de distancia del ascensor y como a, # a,, entonces
d4(A,B) = |by| + la; — az| + |by]

Luego por propiedad del valor absoluto, cada uno de los sumandos es mayor o igual
que cero, por lo cual d4(4,B) = |by| + |a; — ay| + |b,]| = 0.
d4(A,B) =0siysolosiA =B
= Si d, (A4, B) = 0 entonces por la definicién de distancia del ascensor tenemos que:

i. |by—by|=0sia; =a,

Por propiedades de valor absoluto entonces

bl_b2=0

Porloque A =B
ii. |by|+|ag —ay| +|by| =0sia; #a,
Luego por propiedades de los reales y de valor absoluto se tiene que:
|bil=0->b;=0
la; —a;| =0-a, =a,
|b;l =0—-by; =0
Porlocual A =B
< Si A = B entonces, a; = a, Y b; = b, por lo que aplicado la definicion de distancia
del ascensor tendremos que:
ds(A,B) = |by — by| =0
d,s(A,B) =d,(B,A)
Casol.a; = a,

Por definicion de la distancia del ascensor y las propiedades de valor absoluto tenemos:



dA(A:B) = |by — by|
|by — by| = |b; — by
|by — by| = da(B,A)
Caso2.a, # a,
Por definicion de la distancia del ascensor, las propiedades de valor absoluto y de los
nameros reales, tenemos:
ds(A,B) = |by| + la; — ay| + |by]
lay — az| = la; — a4
|by| + lay — az| + by = |ba| + [az — as| + |by]
|b2| + laz — as| + |bi| = da(B, A)
4. d,y(A,C) <dy(A B)+dyu(B,C)
Caso 1. a; = a3, entonces
da(A,C) = |by — b3 (1)
e Sia, =a,
da(A,B) = |by — b, (2)
ds(B,C) = |by — bs| (3) porsera, = a, = az
Luego por (1), (2), (3) se cumple la desigualdad triangular puesto que
|by — bs| < |by — by| + |by — bs]
e Sia, #a,
da(A,B) = |by| + |ay — az| + |b,| (4)
d,(B,C) = |by| + |a, — az| + |bs| (5) por ser a, # a;
Luego por (1), (4), (5) se cumple la desigualdad triangular puesto que

|by — bs| < |bs| + |lay — ay| + 21b,| + |a; — az| + |bs]

10



Caso 2. a; # az, entonces
ds(A,C) = |bs| + la; — as| + |bs] (6)
e Sia; =a,
Por (6), (2) y (5) se tiene la desigualdad triangular puesto que
|b1| + la; — as| + |bs| < |by — by| + |by| + |a, — bs| + |bs]
e Sia, =b;
Por (6), (3) y (4) se tiene la desigualdad triangular puesto que
|by| + la; — az| + [bs| < |bs| + |ay — az| + |bz| + |by — bs]
e Siay #a,ya, #a;
Por (6), (4) y (5) se tiene la desigualdad triangular pues

|by| + la; —az| + |bz| < |by| + |a; — a;| + 2|by| + |a; — as| + |bs|

Por tanto, se cumple la desigualdad triangular y d, es una métrica.

4. Exploracion de Lugares Geométricos

En este capitulo se da a conocer el trabajo con los lugares geométricos desde el punto de
vista de algunos autores y el como el software GeoGebra es de gran ayuda la exploracion de estos
con el fin de potenciar algunas habilidades matematicas.
4.1. El Trabajo con Lugares Geométricos

El trabajar lugares geométricos con diversas métricas permite explorar nuevas formas de
medir y promueve el desarrollo del pensamiento geométrico a traves de diferentes situaciones que
retan al conocimiento, Antonio et al (2020). Teniendo esto en cuenta, Ferreyra & Lorenzo (2012)
afirman que: “El desarrollo de procesos que permitan el dominio de conceptos y procedimientos

y las competencias para observar regularidades, verificar conjeturas y estimar resultados, daran

11



sentido y significacion al aprendizaje de la geometria. Es por ello por lo que juzgamos importante
realizar previamente observaciones, hipdtesis y conjeturas a partir de lo observado. En este
sentido las herramientas informaticas juegan un rol importante pues, si bien el uso de ellas no
permite al alumno validar o demostrar, son un recurso para conjeturar propiedades de los objetos,
conjeturas dificiles de lograr cuando se trabaja con los recursos tradicionales. Y sabemos que el

planteamiento de conjeturas es una de las tareas principales de la matematica”.

4.2. Uso de GeoGebra

El asistente matematico GeoGebra, integra el trabajo en las areas de geometria, algebra y
analisis matematico en un ambiente dindmico. En este sentido GeoGebra al recrear ambientes
dindmicos, permite a los usuarios la visualizacion y representacion de relaciones de variacion a
través del uso de deslizadores.

La utilizacion de este software de geometria dindmica permite abordar la geometria y otros
aspectos de las matematicas, a través de la experimentacién y la manipulacion de distintos
elementos, facilitando la realizacidén de construcciones para deducir resultados y propiedades a
partir de la observacion directa. Las virtudes de GeoGebra son fortalecidas por procesos de
visualizacidn, puesta al servicio de la interpretacion de conceptos o propiedades de un objeto
matematico, ademas, pueden también ir mas alla de su papel procedimental e inspirar una solucion
general y creativa (Toledo, 2017).

Teniendo en cuenta lo anterior, para la exploracion de los lugares geométricos que se
presentaran en este trabajo, se hizo uso tanto de la definicion de dicho lugar geométrico, como del
software GeoGebra como herramienta TIC que permite una mejor visualizacidon gracias a sus
diferentes funcionalidades y asi identificar regularidades, verificar conjeturas, formular hipétesis

y conjeturas para realizar el estudio de algunos lugares geométricos en la métrica del ascensor.
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5. Lugares Geométricos en la Métrica del Ascensor
En este capitulo se dan a conocer los lugares geométricos: segmento, rayo, recta, punto
medio, mediatriz y las secciones cénicas en la métrica, en donde se cuenta como se realizo la
exploracion en de estos lugares en GeoGebra para asi con la ayuda de la visualizacion identificarlos
y dar paso a la conjeturacion, argumentacion y demostracion en la métrica del ascensor. Ademas,
se encuentran imagenes antes de cada demostracion con el fin de dar una idea de lo que se quiere.
5.1. Segmentos
Durante la exploracion en GeoGebra para la identificacion del segmento se colocaron
puntos Ay B que son los extremos del AB,, en diversas posiciones del plano, dando como resultado
tres tipos de segmentos: los segmentos cuyos puntos tienen la misma abscisa, los segmentos cuya
ordenada es igual a cero y los segmentos cuyos puntos extremos tienen distinta abscisa y ordenada.
Teniendo esto en cuenta, se tiene la siguiente proposicion:
5.1.1. Proposicion Segmento del Ascensor
Dados A(aq,b;), B(ay, by),C(as,0) y D(a,,0) en R?
1. Sia,; = a, entonces AB, = AB.
2. Sib; = b, = 0 entonces AB, = AB.

3. Sia; # ay b, # 00b, # 0entonces AB, = AC U CD U DB.
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5.1.1.1.Demostracion.

Parte 1.

-1 0 1 3 4

-1

-2

o

-3 L]

Figura 2. Segmento del Ascensor cuando a; = a,

Tenemos A(ay, by) y B(a,, b,) € R?, por definicion de segmento sea Z(aq,v) € AB,
entonces A — Z — B, luego por definicion de distancia usual en R?:

d(A,B) = d(A,Z) + d(Z, B)

\/(a1 —a;)*+ (by —by)? = \/(a1 —a;)*+(y — b))%+ \/(a1 —a1)* + (by — y)?

VO + (b, = b))% = [0+ (7 = b)) + 0 + (b, — y)?
Por propiedades de los nimeros reales,

|b; — byl = |y — by| + |by — ¥

Y por la definicion de distancia del ascensor tenemos:
ds(A,B) = dyu(A,Z) +dy(Z,B)

Por lo tanto Z € AB,.
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Parte 2.

-3 3 4

Figura 3. Segmento del Ascensor cuando b; = b, = 0

=21

I
TUJ

Sea Ay B en R?, A(ay,0)y B(a,,0), por definicion de segmento sea Z(x,0) € AB,

entonces A — Z — B, luego por definicion de distancia usual en R?:

d(A,B) = d(A,Z) + d(Z, B)

J(ag —ay)?2+(0-0)2 =/(a; —x)2+ (0 — 0)2 + \/(ay — x)% + (0 — 0)2

\/(a1 —ay)? = \/(a1 — x)? +\/(a2 — x)?

Por propiedad de los nimeros reales

la; — ay| = |la; — x| + |la; — x|

Y por la definicién de distancia del ascensor tenemos:

d,(A,B) =dy(A,Z2) +d,(Z,B)

Por lo tanto Z € AB,.
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Parte 3.

Figura 4. Segmento del Ascensor cuando a; # a,,b; # 00 b, # 0

Sean A(ay,by),B(a,, b,),C(ay,0)yD(a, 0) en R?, por definicion de segmento sea
Z(x,y) € AB, entonces Z(x,y) € AC U CD U DB, por definicion de unién tenemos que Z € AC o
Z€eCDoZeDB.

Caso 1. Z € AC

Si Z(x,y) € AC entonces por definicion de segmento A — Z — C y x = a4, por definicién
de distancia usual en R? tenemos:

d(4,C) = d(A4,2) + d(Z,C)

YO+ (by = 0)2 = /0 + (by — )2 +/0 + (y — 0)2
Por propiedad de los nimeros reales

|by = 0] = |by —y[ + |y =0

Y por la definicion de distancia del ascensor tenemos:
dy(A,B) = dy(A,Z) +dy(Z,B)

Por lo tanto Z € AC,.

Caso2.Z € CD
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Si Z(x,y) € CD entonces por definicion de segmento C —Z — D y y = 0, por definicion
de distancia usual en R? tenemos:

d(C,D) =d(C,Z)+d(Z,C)

V(ag —a2)2 + (0= 0)2 = y/(a; — )% + (0= 0)2 +/(az — x)? + (0 — 0)?

\/(a1 —a,)? = \/(a1 - x)% + \/(az — x)?

Por propiedad de los nimeros reales

la; — a;| = la; — x| + |a; — x|

Y por la definicion de distancia del ascensor tenemos:

d,(C,D) =d,(C,Z) +dy(Z,D)

Por lo tanto Z € CD,.

Caso3.Z € DB

Si Z(x,y) € DB entonces por definicion de segmento D — Z — By x = a,, por definicion
de distancia usual en R? tenemos:

d(D,B) = d(D,Z) + d(Z,B)

VO+ (b, =02 = \J0+ (v~ 0)2 + /0 + (b, — y)?

Por propiedad de los nimeros reales

|b, — 0| =y — 0] + b — ¥l

Y por la definicién de distancia del ascensor tenemos:

ds(D,B) = dy(D,Z) + d,(Z,B)

Por lo tanto Z € DB,.

Ahora por definicion de unién Z € AC, U CD, U DB, y por definicion de segmento del

ascensor Z € AB,.
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5.2. Rayos

Durante la exploracion en GeoGebra para la identificacion del rayo y tomando como
referencia el AB, se coloco A como punto de origen del rayo y B como punto hacia el cual estara
dirigido en diversas posiciones del plano, dando, asi como resultado tres tipos de rayos: los rayos
cuyos puntos tienen la misma abscisa, los rayos cuya ordenada es igual a cero y los rayos cuyos
puntos A y B tienen diferente abscisa u ordenada. Teniendo esto en cuenta, se tiene la siguiente
proposicion:

5.2.1. Proposicion Rayo del Ascensor
Dados A(aq, b;), B(a,, by),C(ay,0) y D(a,,0) en R?

1. Sl a, = a, y aq < a, entonces EA == E

2. Sia; =a,y0<a,<a, entonces 4B, = R? — {R(a,,y) € R%|y > b}
3. Sib, = 0 entonces AB, = AC U CB U {R(x,y) € R?|a, < x}.
4. Sia, #a,yb, # 0entonces AB, = AC U CD U DB.

5.2.1.1.Demostracion.

Parte 1.

Figura 5. Rayo del Ascensor cuandoa, = a, y a; < a,
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Sea A(ay, by), B(ay,b,) en R? y a; < a,, por definicion de rayo sea Z(ay,y) € AB,,
entonces Z € AB, U {Z|A — B — Z}, luego por definicion de unién tenemos: Z € AB, 0 Z €
{(Z|A-B - Z}.

Caso 1. Z € AB,

Si Z € AB, y como A(aq,b,), B(aq,b,) entonces Z € AB por segmento del ascensor
mostrado anteriormente; y como Z € AB entonces por definicion de rayo Z € AB

Caso2.Z € {Z|A—B —1Z7}

Por definicion de interestancia tenemos d4(A4,Z) = d,(A,B) + d,(B, Z) y por definicion
de distancia del ascensor

ly = b1l = |by — b1| + |y — b,|

Por propiedades de los reales

VO+ (v — b))% =0+ (b, — b))%+ /0 + (y — by)?
Y por definicion de distancia usual en R? e interestancia tenemos d(4,Z) = d(4, B) +
d(B,Z)yZ € {Z|A— B — Z}. Luego Z € AB

Parte 2.

Figura 6. Rayo del Ascensor cuandoa; = a,y0 <a, < a;
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Dados A(aq, b;), B(ay,b,)enR?y0<a, < ay
SeaZ(x,y) € R? —{R(ay,y) € R?|y > b,}
Por definicion de distancia del ascensor tenemos:
Casol.Six =a,
Como x = a, entonces
" y<b,<bh
Por definicion de distancia del ascensor se tiene que:
da(A,Z) = |by -y
ds(A,B) = |by — by
da(B,Z) = |b; — |
Sumando
ds(A,B) +d,(B,Z) = |by — by| + |by — |
Por propiedad del valor absoluto
da(A,B) + ds(B,Z) = |by —y| = ds(4,2)
Luego por definicion de interestancia se tiene que A — B — Z y por lo tanto por
definicion de rayo Z € ﬁA
= h<y<b
Por definicion de distancia del ascensor se tiene que:
da(A,Z) = |by —y|
ds(A,B) = |by — by
ds(B,Z) = |b, — y|
Sumando

da(A,Z) + dy(Z,B) = |by —y| + |y — byl
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Por propiedad del valor absoluto
dA(A,Z) + dA(Z,B) = |b1 - bzl = dA(A,B)
Luego por definicién de interestancia se tiene que A —Z — B y por lo tanto por

definicion de rayo Z € 4B,

Caso 2.
Six #a
Por definicion de distancia del ascensor se tiene que:
ds(A,Z) = |by| + la; — x| + |yl
ds(A,B) = |by — by
d4(B,Z) = |by| + lay —y| + |yl
Sumando
ds(A,B) +dy(B,Z) = |by — by| + |by| + |ay — x| + |y|
Por propiedad del valor absoluto
ds(A,B) +dy(B,Z) = |by| + la; — x| + [y| = d4(4,2)
Luego por definicion de interestancia se tiene que A — B — Z y por lo tanto por

definicion de rayo Z € 4B,
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Parte 3.

Figura 7. Rayo del Ascensor cuando b, = 0

Dados A(aq, b,), B(a,,0),C(a;,0) en R?, por definicion de rayo sea Z(x,y) € AC U
CB U{R(x,y) € R?|a, < x}, por definicion de union tenemos: Z(x,y) € AC 0 Z(x,y) € CB 0
Z(x,v) € {R(x,y) € R?|a, < x}.
Caso 1. Z(x,y) € AC
Como Z(x,y) € AC entonces x = a, Yy por la conjetura de segmento del ascensor
demostrada anteriormente AC = AC, y por definicion de rayo Z € 4B,
Caso 2. Z(x,y) € CB
Como Z(x,y) € CB entonces y =0, y por la conjetura de segmento del ascensor
demostrada anteriormente CB = CB, y por definicion de rayo Z € 4B,
Caso 3. Z(x,y) € {R(x,y) € R?|a, < x}
= Siy=0
da(C,Z2) = |a; — x|
ds(C,B) = |a; — ay|
ds(B,Z) = |ay — x|
Sumando y por propiedad del valor absoluto
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da(C,B) +dys(B,Z) = |a; — az| + la; — x| = |a; — x|
Luego por definicion de interestancia se tiene que C — B — Z y por lo tanto por
definicion de rayo Z € ZﬁA
= Siy+0
ds(C,Z) = la; — x| + |y|
da(C,B) = |a; — a,|
ds(B,Z) = |ay — x| + |y
Sumando y por propiedad del valor absoluto
da(C,B) + dy(B,Z) = lay — az| + lay — x| + |yl = |a; — x| + |y|
Luego por definicion de interestancia se tiene que C — B — Z y por lo tanto por
definicion de rayo Z € 4B,
Nota: Observe que cuando b, = 0 entonces AB, = AB U {R(x,y) € R?|a, < x}y

su demostracion es analoga a los casos 2 y 3.

Parte 4.

Figura 8. Rayo del Ascensor cuando a; # a, y b, # 0

23



Dados A(ay, by), B(ay, by), C(ay,0) y D(a,, 0) en R?. Sea Z(x,y) € AC U CD U DB, por
definicion de union se tiene que Z(x,y) € AC 0 Z(x,y) € CD 0 Z(x, y) € DB.

Caso 1. Z(x,y) € AC

Como Z(x,y) € AC entonces x = a, Yy por la conjetura de segmento del ascensor
demostrada anteriormente AC = AC, y por definicion de rayo Z € ZL?A

Caso 2. Z(x,y) € CD

Como Z(x,y) € CD entonces y =0, y por la conjetura de segmento del ascensor
demostrada anteriormente CD = CD,, y por definicion de rayo Z € AB,

Caso 3. Z(x,y) € DB.

Como Z(x,y) € DB entonces x = a, y estarfamos en el caso de la parte 1 de esta
conjetura, la cual ya fue demostrada, por lo tanto Z € AB,.

5.3. Rectas
Para la realizacion de la exploracion en GeoGebra para la identificacidn de la recta, se tuvo

en cuenta la definicion de recta segun Polania y Sanchez (2010) la cual dice que la unién de dos

rayos es una recta AB = AB U BA. Tomando como referencia 4B, tenemos los siguientes tipos de
recta: Las rectas cuyas abscisas son iguales, la recta cuya ordenada es igual a cero y las rectas con

abscisas y ordinadas distintas. Teniendo esto en cuenta, se tiene la siguiente proposicion:
5.3.1. Conjetura Recta del Ascensor
Dados A(ay,b;) y B(ay, by),C(ay,0),D(a,,0) € R?
1. Sia; =a,ya, <0 < a, entonces AB, = AB.

2. Sia; =a,y0<a, <a,entonces AB, = R?
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3. Si b, =b,=0 entonces AB,={R(x,y) € R%|x < a,}UAB U{R(x,y) €
R?|a, < x}

4. Siay # a, by # 0y b, # 0 entonces AB, = CA U CD U DB

5.3.1.1.Demostracion.

Parte 1.

[=]

Figura 9. Recta del Ascensor cuandoa; = a,ya; <0< a,

Dados A(aq,by) y B(a;, b)) ER? y a; <0<a,. Sea Z(x,y) € AB entonces por
definicion de recta tenemos que: Z € AB UBA y por definicion de unién Z € ABoZ € BA

Caso 1. Z € AB

Como Z € AB entonces por la conjetura de Rayo del ascensor demostrada anteriormente
setiene que Z € EA

Cas02.Z € BA

Como Z € B4 entonces por la conjetura de Rayo del ascensor demostrada anteriormente
setiene que Z € ﬂA

Teniendo en cuenta el caso 1y 2, por definicion de recta se tiene que Z(x,y) € AB
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Parte 2.

Figura 10. Recta del Ascensor cuando a; = a, y0 < a; < a,

Dados A(ay,b;) Y B(ay,b,) ER?y 0 < a, <a,.SeaZ(x,y) € EA, por definicion de
recta se tiene Z € AB, U BA, y por definicion de unién Z € AB, 0 Z € B4,

Caso 1. Z € 4B,

Como Z € ﬁA por la conjetura del Rayo del ascensor parte 1 demostrada anteriormente,
se tiene que Z € AB

Caso2.Z € BA,

Como Z € Eﬁl’A por la conjetura del Rayo del ascensor parte 1 demostrada anteriormente,
se tiene que Z € R? — {R(ay,y) € R?|y > by}

Entonces teniendo en cuenta el caso 1 y 2 por definicion de unién, Z € ABUR? —
{R(ay,y) € R?|y > b,} y por definicion de rayo los puntos Z € AB =4B U {Z|A— B —Z} es
decir, los puntos Z(a,,y) tal que y > b,-

Luego Z € R?
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Parte 3.

Figura 11. Recta del Ascensor cuando b; = b, =0

Dados A(ay,0) y B(ay,, 0) € R?. Sea Z(x,y) € AB,, entonces por definicion de recta Z €
AB, U BA, y por definicién de unién Z € AB, 0 Z € BA,.
Caso 1. Z € AB,

Como Z € AB, entonces por la conjetura del Rayo del ascensor parte 3 demostrada
anteriormente se tiene que Z € AB U {R(x,y) € R?|a, < x}

Caso2.Z € BA,

Como Z € BA, entonces por la conjetura del Rayo del ascensor parte 3 demostrada
anteriormente se tiene que Z € BAU {R(x,y) € R?|x < a;}.

Luego teniendo en cuenta el caso 1y 2 por definicidon de union de conjuntos se tiene que

Z € {R(x,y) € R?|x < a;} UAB U{R(x,y) € R?|a, < x}.

27



Parte 4.

Figura 12. Recta del Ascensor cuando a; # a,, by #0y b, # 0

Dados A(aq,by) Y B(ay, by),C(ay,0),D(a,,0) € R?. Sea Z(x,y) € EA entonces por
definicion de recta Z € EA U ﬁA y por definicion de unién tenemos: Z € EA 0ZE€ ﬁA

Casol.Z € EA

Como Z € AB, entonces por la conjetura del Rayo del ascensor parte 4 demostrada
anteriormente se tiene que Z € AC U CD U DB

Caso 2. Z € BA, entonces por la conjetura del Rayo del ascensor parte 4 demostrada

anteriormente se tiene que BD U CD U CA

Luego teniendo en cuenta el caso 1y 2 por definicion de unién de conjuntos se tiene que

Z € ACUCD UDB UBD U CA, y por la definicién de rayo Z € CAu CD u DB
5.4. Puntos Medios

Para la realizacion de la exploracion en GeoGebra para la identificacion del punto medio
debemos tener en cuenta la definicion en la métrica usual de punto medio dice que, el M es el

punto medio de AB, si esta entre los puntos 4, By AM = MC. Para la métrica del ascensor, se
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seguira manteniendo esta definicidn, recordando que en la métrica del ascensor M esta entre A, B
sidy(A,B) = d,(A,M) + d(M, B). Reescribiendo la definicién para acomodarla a la métrica del
ascensor tendriamos: el punto M es el punto medio de AB,, si esta entre los puntos A,B y
d,(A, M) = d4(M,B).

Ahora, tomando como referencia a AB, mostrado previamente, tenemos diferentes puntos
medios dependiendo de la posicion de los puntos y las distancias entre ellos. Teniendo esto en
cuenta, se tiene la siguiente proposicion:

5.4.1. Proposicion Punto Medio del Ascensor

Dados AB,, A(ay, by),B(a,, by),C(ay,0), D(ay, 0)y M(x,y) punto medio del segmento

1. Sia; = a,entonces M(x,y) = M (al’ b1+b2)

2

N

Sia, + |by| > a, + |b,| entonces M (al,bl_az_—w)

2

.

Sia; — |b;| > a, — |b,| entonces M (az,

bz—a2—|b1|+a1)
2

by—|by|-a+a,

&

Sia; + |b;| < a, + |b,| entonces M (— + al,O)
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5.4.1.1.Demostracion.

Parte 1.

M

Figura 13. Punto Medio del Ascensor cuando a; = a,

Dados AB,, A(ay, b,),B(ay,b,). Como A y B tienen por abscisa a a, entonces por

consiguiente la abscisa x de M debe ser igual a a; o si no, no perteneceria a AB,,.

Ahora la ordena de M, debe sery = blzﬂ, pues debe estar en la mitad de b, y b,. Siendo

b1+b,
2

asi, entonces el punto medio seria M(a,, ), Veamos que es asi:

Por definicion de distancia del ascensor

b1+b,
2

__|b1—b2
1 2

ds(A,M) = |b1 -

bi+b,
2

b1—b,
2

d,(M,B) =

b2| =

Luego d4(A, M) = d,(M, B) y por lo tanto M es punto medio del segmento.
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Parte 2.

s3]

-2

Figura 14. Punto Medio del Ascensor cuando a; + |b,| > a, + |by|

Dados AB,, A(ay, by), B(az, by), C(ay,0), D(az,0), M(x,y) y a; + |by| > a, + |b,|

Por definicion de circunferencia tenemos ®Dpp que serd (x — a,)? + y2 = |b,|?, ahora
comando la recta y = 0y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene que

(x — az)z = |bz|2

x = t|by| + a,

Formamos entonces el punto E(|b,| + a,, 0)

Y por definicion de circunferencia entonces d,(D, B) = d4(D, E)

Por definicion de circunferencia tenemos ®C.g que serd (x — a;)? + y? = (|b,| + a, —
a,)?, ahora comando la recta x = a, y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene que

y? = (|by| + a; — a;)?

y = x(bs| +a; —ay)

Formamos entonces el punto F(a,, —|b,| — a, + a4)

b1—|b2|—a2+a1)

Entonces el punto medio serd M (a,, >
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Recordando que por definicion de circunferencia entonces d,(C,E) = d,(C,F) y que

d,(C,E) =d,(C,D)+d,(D,E)

Luego, dA(C, F) = dA(C, D) + dA(D, B)
Veamos qué M es punto medio del segmento

bytaz+|by|—ay
2

by—|bz|-az+a;| _
2

ds(A,M) = |b1 -

by—|bz|-az+a, bytaz+|by|—ay

dA(MiF) = 2

+|b2|+a2_a1| ==

Luego dy(A,M) =d,u(M,F), en donde d,(M,F)=d,(M,C)+dy(C,F) y por

consiguiente dy(M,F) = d,(M,C) + d,(C,D) + d4(D, B)

Por lo tanto M es punto medio del segmento.

Parte 3.

M

Figura 15. Punto Medio del Ascensor cuando a; — |b;| > a, — |b,|

Dados E/h A(all bl))B(aZl bZ)) C(all O)I D(aZl 0)’ M(xl y) y al - |b1| > aZ - |b2|

Por definicion de circunferencia tenemos ®C,. que sera (x — a;)? + y2 = |b,|?, ahora

comando la recta y = 0y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene que

32



(x — a1)2 = |b, |?

x==x|b| + a4

Formamos entonces el punto E(—|b,| + a4, 0)

Y por definicion de circunferencia d4 (4, C) = d4(E, C)

Por definicion de circunferencia tenemos ®Dpy que serd (x — a,)? + y? = (a, + |b1| —
a,)?, ahora comando la recta x = a, y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene
que

y? = (az + |b;| — ay)?

y = t(a; + |by| — ay)

Formamos entonces el punto F(a,, —a, — |b1| + a4)

H . b,—a,—|bq|+a
Entonces el punto medio serd M (az,w)

2

Recordando que por definicion de circunferencia entonces d,(D,E) = d4(D,F) y que
dA(D,E) = dA(C,D) + dA(E, C)
Luego, d,(D,F) = d,(C,D) + d4(E, C)

Veamos qué M es punto medio del segmento

by—a;—|bi|+a.| _
2

by+az+|by|-ay
2

ds(B,M) = |b2 -

by—a;—|bi|+a,y by+az+|by|-a,y

dA(MrF) = 2

+|b2|+a2—a1| =

Luego d,(B,M) =d,(M,F), en donde d,(M,F)=d,(M,D)+d,(D,F) y por
consiguiente dy(M,F) = d,(M,D) + d,(C,D) + d4 (A4, C)

Por lo tanto M es punto medio del segmento.
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Parte 4.

Figura 16. Punto Medio del Ascensor cuando a; + |b,| < a, + |by|

Dados AB,, A(ay, by), B(az, by), C(ay,0), D(az,0), M(x,y) y a; + |by| < a, + |b,|

Por definicion de circunferencia tenemos ®Dpp que serd (x — a,)? + y2 = |b,|?, ahora
comando la recta y = 0y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene que

(x — az)z = |b,|?

X = %|by| + a,

Formamos entonces el punto E(|b,| + a,, 0)

Y por definicion de circunferencia entonces d,(D, B) = d4(D, E)

Por definicion de circunferencia tenemos ®Ccg que serd (x — a;)? + y? = (|b,| + a, —
a,)?, ahora comando la recta x = a, y realizando la interseccion con la circunferencia se tiene que

y? = (|by| + a; — ay)?

y = x(bs| +a; —ay)

Formamos entonces el punto F(a,, —|b2| — a, + a4),

Recordando que por definicion de circunferencia entonces d,(C,E) = d,(C,F) y que

d(C,E) = dy(C,D) + du(D, E)
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Luego dy(C,F) = dy4(C,D) + d,(D,B)

b1—|b2|—a2+a1)

Formamos también el punto medio entre Ay F, G(a,, >

Por definicion de circunferencia tenemos OC.; que serd (x—a;)*>+y%=

(b1—|b2|—az+a1

2
> ) , ahora comando la recta y = 0 y realizando la interseccion con la circunferencia

se tiene que

_ Z_M)Z
(x — ay)? = (222

bi1—|by|—ay+a
x:i(1|2|22 1)+a1

by—|by|-az+a;

Entonces M (— + ay, 0)

Por definicidn de circunferencia d4 (G, C) = d,(C, M)

Veamos que M es punto medio del segmento

G es punto mediode Ay F, como se mostro en la parte 2y d4 (G, C) = d4(C, M) entonces
M es el punto medio del segmento

Demostracion alternativa

Una demostracion mas geométrica y sin pasar a la geometria analitica de esta parte seria:
Dado 4By, A(ay, b1), B(az, by),C(ay,0), D(az,0), M(x,y) y as + |by| < ay + | by|

Tenemos por definicion de segmento AC, CD, DB, luego trazamos la circunferencia con

centro en D y radio DB. Esta circunferencia al estar centrada en D se interseca con CD, por lo que
formaremos DE = DB por ambos ser radios de la circunferencia.

Trazamos la circunferencia con centro en C, radio AC. DB. Esta circunferencia al estar

centrada en C se interseca con CD, por lo que formaremos FC = AC por ambos ser radios de la

circunferencia.
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Por lo tanto, tendremos FE = AB,. Ahora trazaremos las circunferencias con centro en F
y E y con radio FE, obteniendo asi dos circunferencias secantes, encontramos sus puntos de
interseccion {G,H} y, por ultimo, trazamos la perpendicular a FE por uno de estos puntos,
obteniendo finamente el punto medio del segmento AB,,.

Para saber las coordenadas de este punto si deberemos pasar a lo analitico.
5.5. Mediatrices

Para la realizacion de la exploracion en GeoGebra para la identificacion de la mediatriz, se
hizo uso de la definicion 2 de mediatriz de un segmento, que dice: dado AC, la mediatriz es el
conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento; y los tipos de
AB, existentes y sus puntos medios encontrados previamente. Teniendo asi, la siguiente
proposicion:

5.5.1. Proposicion Mediatriz del Ascensor
Dados 4By, A(ay, by), B(a,, by),C(ay,0), D(az 0) y M(x,y)
1. Sia; =a,yb, = —b, entonces M(a,;,0) y Mz, = {R* — AB} U M(ay,0).

2. Sia, =a,y b, # —b, entonces M (al,blzﬂ) yMzg, =M (al,

b1+b2)
2

bi—ay—|by|+a;
2

3. Sia, #a, Yy a, +|by| > a, + |by| entonces M(al, ) y Mz, =

bi—a,—|b,|+a
M(al, 1—az—|by 1)
2

3.1.Si ay+|by|=ay+|by] entonces M(ay,0) y Mzg, =M(a;,0)U
{Z(x, y)Ix < a}
32Si a; —|b)| >a, —|b,| entonces M (az,bz_az_fw””l) y Mzp, =

by—a,—|bi|+a,
M (az,—2
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33.Si a; —|by| =a; —|by| entonces M(ap0) y Mgzg, =M(ay0)U
{P(x,y)|x > az}

bi—|by|-az+a;

4. Si a; #a, Yy a; +|by| <a,+ |b,| entonces M(— +a1,0) y

Mzg, = Ly endonde [ es la perpendicular a eje x por M.

5.5.1.1.Demostracion.

Parte 1.

Figura 17. Mediatriz del Ascensor cuando a; = a, y b, = —b;

Dados th A(all bl); B(all _bl)

Por la conjetura del punto medio parte 1, demostrada anteriormente se tiene que

b+

zbz) y como b, = —b, entonces M(ay, 0).

M(all

Ahora por definicion de distancia del ascensor

da(A,M) = |b,|

da(B,M) = |—=bs| = |by]

Sea Z(x,y) € {R? — E} U M(ay, 0), entonces por definicion de union Z(x,y) € {R? —
ﬁ} 0Z(x,y) € M(a4,0)
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Caso 1. Z(x,y) € {R? — AB}

Como los puntos A y B tienen la misma abscisa, entonces la recta AB es igual a la recta
X = aq, por lo que el punto Z(x, y) no tiene por abscisa a x = a, Yy asi, por definicion de distancia
del ascensor

ds(A,Z) = |by| + la; — x| + |yl

ds(B,Z) = |bs| + |lag — x| + |y|

Luego

d,(A,Z) =d,(B,Z)

Por lo tanto Z(x,y) € M3z,

Caso 2. Z(x,y) € M(a4,0)

Como M es punto medio del segmento entonces M (a4, 0) € M3z,

Entonces por la definicion de unién y los caso 1 y 2 tenemos Mzz, = {R? —ﬁ} U
M(ay, 0).

Parte 2.

M

[as]

Figura 18. Mediatriz del Ascensor cuando a; = a, y b; # —b,
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M(all

Dados ABy, A(ay, by), B(ay, by), by # —b,

Por la conjetura del punto medio parte 1, demostrada anteriormente se tiene que

bi1+b,
)

2

Sea Z(x,y) € Mzg,, Si x # ay, por definicion de distancia del ascensor

da(A,Z) = |by| + |a; — x| + |y|

ds(B,Z) = |by| + a; — x| + |yl

Como Z(x,y) € Mgz, y por definicion de mediatriz
|b1| = |b,]

Y por definicién de valor absoluto

b, = b,

Luego

Caso 1. Si b; = b, entonces A = B y no existiria el segmento
Caso 2. Si b; = —b, contradiccion con la hipotesis
Ahora, si x = a, entonces

da(A,Z) = |by -y

da(B,Z) = |y — by|

Como Z(x,y) € Mzp, entonces

|by =yl = |y — byl

Y por propiedades del valor absoluto

by —y == —by)

b1+b,

Caso1.Sib; —y =y — b, entonces y = >

Caso 2. Si b; —y = —y + b, entonces b; = b, porloque A =B
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M (al,

b1+b,

Por lo tanto Mz, = M (al, >

Parte 3.

)

M

Figura 19. Mediatriz del Ascensor cuando a; # a, y a; + |b1| > a, + |b,|

Dados ABy, A(aq, b1),B(ay, by),C(ay,0),D(a,,0)y a;, + |by| > a, + |by|

=)

Por la conjetura del punto medio parte 2, demostrada anteriormente se tiene que

bl—a2—|b2|+a1)

2

SeaZ(x,y) € Mz5,YZ +M
ds(A,Z) = |by| + lay — x| + ||

da(B,Z) = |by| + laz — x| + [y

Como Z(x,y) € Mgz, y por definicion de mediatriz

b1 + lay — x| + [y] = [ba| + laz — x[ + [y

|bi| + [a; — x| = |by| + a; — x|
Por desigualdad triangular

|b1+a1_x| < |b1|+ |a1_x|
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|by + a; — x| < |by| + |a; —x

Luego

|by + a; — x| = |b, + a, — x|

Por lo que |b;| + a; = |b,| + a5, pero por hipétesis a; + |by| > a, + |b,|

bi—a,—|b;|+a
Entonces M5, = M (abw)

2

Parte 3.1

M D

-2

-3

Figura 20. Mediatriz del Ascensor cuando a; + |b;| = a, + |b,|

Dados AB,, A(ay, by), B(a,, by),C(ay,0), D(az,0)y a; + |by| = a, + |by|

Por la conjetura del punto medio parte 2, demostrada anteriormente se tiene que
M (al,bl_az_flbﬂ”l) y como a; + |b;| = a, + |b,| entonces el punto medio queda de la forma
M(aq,0).

Sean Z(x,y),W(x,0) € R?, luego x con respecto a a, puede estar x < a;,x = a; 0 x >
a;

Casol.x < a,

d,(A,Z) =d,(Z, W) +d,(W,M) +dy(M, A)

d,(Z,M) =dy,(Z, W) +d,(W,M) +dy(M,B)
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Y como dy(M, A) = d,(M, B) por M ser punto medio del segmento, entonces

d (A, Z) = d,(Z,M)

Y por lo tanto Z(x,y) € Mzp,

Caso2.x =a,

dy(A,Z) =d(Z,W) +dy,(W,A)

d,(Z,B) = dy(Z, W)+ dy(W,D) + dy(D,B)

Pero como W (x, 0) en este caso seria W (ay,0) porloque W = My Z(x,y) &€ Mz5,

Caso3.0x > a,

d.(A,Z) =d,(AM) +dy,(M, W) +d,(W,Z) =dy(M,D) +d,(D,B) +dy(M,W) +
d.(W,Z2)

ds(Z,B) = dy(Z,W) + dy(W,D) + d4(D,B)

Luego dy(A,Z) > d,(Z,B)y Z(x,y) & M7z,

Por lo tanto Mz5, = M(a4,0) U {Z(x,y)|x < a;}

Parte 3.2

Figura 21. Mediatriz del Ascensor cuando a; — |b;| > a, — |b;|
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Dados AB,, A(ay, by), B(ay, by),C(ay,0), D(a, 0)y a; — |by| > a, — |by|

Por la conjetura del punto medio parte 3, demostrada anteriormente se tiene que

M (a bz—a2—|b1|+a1)
2y 2

La demostracion es analoga a la parte 3.

Parte 3.3

W

C 1l

'
i
'
'
'
i
i
2 i
'
'
'
i

Figura 22. Mediatriz del Ascensor cuando a; — |b;| = a, — |b,|

Dados AB,, A(ay, by), B(az, by),C(ay,0), D(az,0)y a; — |by| = a; — |by|
Por la conjetura del punto medio parte 3, demostrada anteriormente se tiene que
by—a;—|bi|+ay

M (az,f) y como a; — |b,| = a, — |b,| entonces el punto medio serd M(a,, 0).

La demostracion es anéloga a la parte 3.1.
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Parte 4.

-1

m

3 L]

Figura 23. Mediatriz del Ascensor cuando a; + |b;| < a; + |b;|

Dados AB,, A(ay, by), B(ay, by),C(ay,0), D(az 0)y a; + |by| < a, + |by|

Por la conjetura del punto medio parte 4, demostrada anteriormente se tiene que

M(‘M"‘“LO)

Como [ es la perpendicular al ejex por M, entonces tiene por ecuacion x =

__byi—|bz|-az+ay

+a
2 1

by—|by|-az+a;

SeaZ(— .

+a,,y) €L

da(A,Z) =ds(A,C) +du(C,M) +dy(M, 2)

dy(Z,B) =dy(M,Z) + dy(M,D) + dy(D, B)

Y como M es punto medio d4(A,C) + dy(C,M) = dy(M,D) + d4(D, B)
Porloque d,(A,Z) = d,(Z,B)

Y por lo tanto Mz, = Iy en donde [ es la perpendicular al eje x por M.
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5.6. Circunferencias
Durante la exploracion en GeoGebra para la identificacion de la circunferencia se colocd
el punto A centro de la circunferencia en diversas posiciones del plano, un deslizador r como
medida del radio de la circunferencia, ademas, teniendo en cuenta la definicion se realiza el calculo
algebraico como verificacion de la identificacion del lugar geométrico, dando, asi como resultado
diferentes tipos de circunferencia dependiendo de la distancia de A al eje x y el radio a tomar.
Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la siguiente proposicion:
5.6.1. Proposicion Circunferencia del Ascensor
Dados A(aq, b;) centro de la circunferencia y r el radio de la circunferencia, la
circunferencia del ascensor sera:
1. Si|b;| = rentonces ©(4,)4 = {(ay,b; £ 1)}
2. Si  |by|<r entonces O )4 =1{(a;, by tr)}IU{x=|y|+|b| -1+
a;talque —r + |by| <y <r—|bi[} U {x = —|y| — |by| + r + a, tal que —

r+ b <y <r—|b}
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5.6.1.1. Demostracion.

Parte 1.

Figura 24. Circunferencia del Ascensor cuando |b;| = r

Dados A(a4, b,) centro de la circunferencia, r el radio de la circunferenciay |b;| = r

_)) Sea Z(X, y) € Q(Ar)A

Caso 1. Si x = a4, por definicién de distancia del ascensor y de circunferencia tenemos:

da(A,Z) =|by —yl =71

Por definicion de valor absoluto
bj—y=-rob,—y=r

Luego

y=b t+troy=b—r
Porlotantoy = b, + r

Caso 2. Six + a,

da(A,Z) = |bi] + lay — x| + |yl =7

Pero por hipdtesis |b;| > r, luego d4(4,2) # r
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Luego por caso 1y 2 se tiene que ®(4,) 4 € {(a;, by £ 1)}
—) SeaZ(x,y) € {(as, by £7)}

Caso 1. Z(aq,by + 1)

ds(A,Z)=|by —(by+1)|=|-1|=71

Caso 2. Z(aq,by — 1)

da(A,Z2) = |by —(by =) =r| =7

Luego por caso 1y 2 se tiene que {(a,b; £ 1)} S O(4,)4
Por lo tanto ®(4,) 4 = {(a;, by £ 1)}

Parte 2.

Figura 25. Circunferencia del Ascensor cuando |b;| <1

Dados A(a4, b,) centro de la circunferencia, r el radio de la circunferenciay |b,| < r
—) Sea Z(x,y) € ©(4,)a

Caso 1. Si x = a4, por definicion de distancia del ascensor y de circunferencia tenemos:
dy(A,2) = by —yl =7

Por definicion de valor absoluto

bj—y=—-rob;,—y=r
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Luego

y=bi+roy=>by—r

Porlotantoy = b, + r

Caso 2. x + a,

da(A,Z) = |by| + lay — x|+ [yl =7

Entonces

la; — x| = —lyl = |bs| + 7

Por propiedades de valor absoluto se tiene

a; —x=|yl+|bl—r0a; —x=—|yl=|by| +7rsi—r+|b| <y <7r—]|b4]

Luego

x=yl+|b|l—r+a,0x=—|y|—|b| +7+ a4

Luego por caso 1 y 2 se tiene que ®(4,)4 € {(ay, by )}V {x = |y|+ |b| — 7+
a,talque—r+ |by| <y <r—|b}U{x=—|y|—|b|+r+a,talque—7r+ |b;| <y <
r — |by[}

<) Sea Z(x,y)€{(a,bixr)}u{x=|yl+|bi|—r+a,talque—r+|b| <y<
r—|b[JU{x=—|yl— bl + 7 +astalque — 7+ |by| <y <7 —|by}

Por definicion de union se tiene

Caso 1. Z(x,y) € {(a;,b; £ 1)}

Demostrado en la parte 1.

Cas02. Z(x,y) €E{x = |y|+|by]| —r+a,talque —r + |by| <y <r — |by|}

Entonces Z(|y| + |b1| — 7 + a4, y)

ds(A,Z) = |by| + lag — |yl = |b1] + 7 — a4 + [yl

da(A,Z) = |by| + =1yl = [ba] + 7] + ||
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Luego por propiedades del valor absoluto

dy(A,Z) =|r| =71

Caso03.Z(x,y) € {x =—|y| = |by| +r+a,talque —r + |by| <y <r —|by|}

Entonces Z(—|y| — |by| + 7 + a4, y)

da(A,Z) = |by| + lay — (=|yl = |bs| + 7+ a))| + |yl

Por propiedades de valor absoluto

du(A,Z) = |by| + |(—lyl = Ib1| + 7 + a;) — a4| + |yl

da(A,Z) = |by| + |=|yl = b1 + 7 + |y]

Luego por propiedades del valor absoluto

dy(A,Z) =|r|=7r

Luego por caso 1, 2 y 3 se tiene que {(a;, by £ )} U {x = |y| + |b1| — 7 + a, tal que —
r+|b| <y<r—|b)JUu{x=—lyl—|by|+r+a,talque —r+|b| <y <r—|bil} S
O(4,)4

Y, porlotanto ®(4,)4 = {(a;, by £ M)}V {x = |y| + |b;| — 7 + a, talque — r + |b;| <
y<r—|b3JU{x=—|y|—|bi| +r+a,talque —r+ |by| <y <r—|b|}
5.7. Elipses

Durante la exploracién en GeoGebra para la identificacion de la elipse se colocaron los
puntos A y B focos de la elipse en diversas posiciones del plano y un deslizador k como constante
de la elipse, ademas, teniendo en cuenta la definicion se realiza el célculo algebraico se realiza la
verificacion del lugar, dando, asi como resultado diferentes tipos de elipse dependiendo de la
distancia entre Ay B y la constante a tomar.

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la siguiente proposicion:
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5.7.1. Proposicion Elipse del Ascensor

Dados A(a4, by), B(a,, b,) focos de la elipse y k la constante de la elipse

1. Sia, = a,entonces @ ({A,B}i)4 = {(al,blﬂz’—zik)} U

ai+a,—k+|bi|+|by|+2|y| | —k+|b1|+]|by]| k—|bq|—|by|
{x — 1t 1 2 y 1 2 < y < 1 2 U

2 2 2
ay+az+k—|b1|—|bz|-2]y| | =k+|b1|+|by| k—|b1|—|b2|
{x — 1tas 21 2 21 2 <y< 12 2

2. Sia, # a, entonces @ ({4, B};)a =

—k+|b2|+|a2—x|+b1 k—|b2|—|a2—x|+b1
{(all 2 y\ A, 2 U

—k+|bq|+|ai—x|+b k—|bq|-lai—x|+b
a, I1II1Iz;a,I1II1|zUx:
2 2 2 2

—k+|b1|+|Dy| k=|b1|=|Dy|
; 2 <y< 12 2

—k+|bq|+|b2|+2]y|+ai+a,
2

tu{x =

k—|bi|=|b2|-2]y|+a +a,
2

_k+|b21|+|bz| <y< k—|b12|—|b2|} U {y —

k—|by|-|a;—x|-|b,|-|a,—x|

—k+|bq|+|a;—x|+|by|+|a;—x|

a; <x<ay}u{y=

2 2

a}

la; <x <
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5.7.1.1.Demostracion.

Parte 1.

Figura 26. Elipse del Ascensor cuando a; = a,

A(aq, by), B(aq, b,) focos de la elipse y k la constante de la elipse
SeaZ(x,y) € @ ({4, B}) 4, por definicidn de elipse tenemos que
da(A,Z)+d, (B, Z) =k
Casol.x =a,
di(A,Z)+d, (B, Z) =k
|by =yl + b, =yl =k
|by =yl =k —|b, —y|
Por propiedades del valor absoluto tenemos
by —y=—k+|by—ylob —y=k—|b,—y|
Luego
|b, —yl=b;—y+ko|b,—y|=—-bi+y+k
e |b—yl=b—y+k

b,—y=-b+y—k
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Zy:b1+b2+k

_ by+bytk
- 2

b,—y=b—y+k
k=b,— b,

o |by—y|l==bi+y+k
b,—y=b—y—k
k =b; —b,

bz_y:_b1+y+k

2y - bl + bz - k
_ bi+by—k
2

Luego y = bi+bytk

2

Caso 2. x # a4
da(A,Z) +dy(B,Z2) =k
|by| + lay — x| + [y + |b2| + lay — x| + [yl =k
|bi| + 2|ay — x| + |by| + 2|yl =k
2|lay — x| =k — [by| = |by| = 2]y|
Por propiedades de valor absoluto tenemos
2(ay —x) = k = |by| = |b2| = 2|yl 0 2(ay — x) = =k + [bs]| + |b2| + 2]y|
Luego
e 2(a;—x) =k —|by| = |bz| = 2lyl

__ —2aq+k—|b|-|b;|-2]y|
2

x = 2a1—k+|b1|+|b2+2|y|
- 2
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e 2(a; —x)=—k+|bi| + |b| + 2|yl

__ —2ay—k+|by|+|by|+2]y|
2

x = 2a1+k—|b1|—|bz|-2]y|
2

2a;—k+|by|+|ba+2|y| _ 2ai+k—|by|—|by|-2]y|
2 2

— —k+|b21|+|b2| 0y = k—|b12|—|b2|

Por lo tanto, por el caso 1y 2 se tiene que

@ ({A' B}k)A

(22t

U{x:a1+a2_k+|1271|+|b2|+2|3’||_k+|b21|+|b2|<y<
of = Gut ot koIl =l =2l ke Il bl
Veamos que esto se cumple
Sea
Z(x,y)
e{( b1+b2ik)}

aq, >
U{x:a1+a2_k+|l2)1|+|b2|+2|y||_k+|b21|+|b2|<y<
U{xza1+a2+k—|g1|—|b2|—2|y||—k+|b21|+|b2|<y<

k —1b,| _|b2|}
2

k = |by| = |b,|
2

k —1b,| _|b2|}
2

k = |by| = |b,|
2
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Entonces por definicion de  unién Z(x,y)e{(al,wz’—zik)} o Z(xy)E€

+az—k+|by|+|by|+2 —k+|by|+|b k—|b{|-|b
{x:al az—k+|by|+|by[+2]y| b4 I2I<y< |4 |2|} o Z(x,y) €
+az+k—|by|—|by|-2 —k+|by|+|b k—|b{|-|b
{x:alaz |b1|~1bz|-2]y] I1II2I<y< |1||2|}
bi+bytk
Caso 1. Z(x,y) € {(al,%)}
by+by+k bit+by+k
|b1_ 2 |+ I —b2|
2 2
bi—b,—k bi—by+k
1~by | 1—by |=k
2 2
+az—k+|by|+|by|+2 —k+|bs|+|b k—|b1|—-|b
CEBOZ.Z(X,y)E{x:al az |21| | b2 |Y|| |21| |2|<y< |12| |2|}

aj+az—k+|by|+|by|+2|y|
2

ai+az—k+|bg|+|ba|+2|y|
2

by ] + |a; - |+ 21yl + ay| + Ib,|

a;—a;—k+|by|+|by|+2|y|
2

a;—az+k—|by|—|bs|-2|y|
2

|by| + |+|b2|=k

|+ 21yl +

+ay+k—|bq|—|by|—2 —k+|b1|+|b k—|b4|—|b
C&SO3.Z(X,y)E{x:a1 az |1| |2| |y|| |1| |2|< |1| |2|}

2 2 y < 2

aj+az+k—|bi|=|bs|-2|y|
2

ai+az+k—|by|-|bz|-2|y|
2

|+ 21yl + ay| + ||

by + |2y —

a;—az+k—|bi|=|bs|-2|y|
2

ai—az—k+|bi|+|ba|+2]y|
2

b | +

|+ 16,1 = k

|+2|y|+

Por lo tanto, se cumple.
Ademas, cuando la constante k tiende a d, (4, B) los puntos que quedan por encima de los
focos como se ve en la figura 26 se acercan a estos y la especie de “rombo” que queda cada vez

sera mas pequefio tendiendo a desaparecer cuando k = d4 (A4, B).
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Parte 2.

Figura 27. Elipse del Ascensor cuando a; # a,

Dados A(aq, by), B(a,, b,) focos de la elipse y k la constante de la elipse
Sea Z(x,y) €® ({4, B}) 4, por definicion de elipse tenemos que
da(A,Z)+d, (B, Z) =k
Casol.x =a,
di(A,Z)+d,(B,Z) =k
|by =yl + bzl + laz — x| + [yl =k
Despejando x
laz — x| =k —|by = y| = b2 = ||
Luego por propiedades del valor absoluto tenemos
e ay—x=k—|b—yl—|b| -yl
x=—k+|by—y|+|b| +|y| + a,
o ay—x=—k+I|by—yl+Ib| + |yl

x=k—|by—y|—|b| = |yl +a,

Luego
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—k +|by =yl + bzl + |yl + a2 =k = |by = y| = |b2| = |y| + a;
|by =yl +1b2| + [yl =k
Por lo que |a, — x| = 0y por lo cual x = a,, lo que no se puede dar
Ahora, despejando y
|by =yl =k —[bz| = la; — x| — |y
Por propiedades del valor absoluto tenemos
by —y =k —|by| = la; —x| = |yloby —y = =k + |bz| + |a; — x| + |y|
Por lo que
lyl =k = b2l = laz —x| =by +yolyl =k —1|by| —lay — x|+ by —y
e |yl=k—Ibl—laz—x|—by+y
y=k—|by|—lag—x|—by +y
k = |b;| + |az — x|
y=—k+|by|+la; —x[+by -y

_ —k+|b2|+|a2—x|+b1
- 2

e |yl=k—1|byl—la;—x|+by—y
y=k—|by| —la; —x|+by—y

_ k=|bsl=laz—x|+by
2

y=—k+|by|+|a;—x|—b; +y

k =|bz| + |a; — x|

Si k = |b,| + |a, — x| entonces |[b; —y| + |y| =0porloque by =x=0yA =7

—k+|b2|+|a2—x|+b1 k—|b2|—|a2—x|+b1

92-21t01) y (<22l G e

Luego del caso 1 tendriamos (a4,

Caso2.x =a,
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—k+|bq|+|a;—x|+|bs|+|az—x|

|bi| + lag — x|+ |yl + b, =yl =k
Proceso analogo del caso 1.

—k+|b1|+|a1—x|+b2

Se tiene que (a, ; Yy (ay, k—|b1|—|a1—x|+b2)

2

Caso3.x #a,yx # a,

ds(A,Z) +dy(B,Z) =k

|by| + lay — x| + [yl + |bz| + |az —x[ + |yl =k
|bi| + [ag — x| + |bo| + |a; — x| + 2|yl =k
Despejando y

2|yl =k = |bs| = lagy — x| = |bz| = |a; — x|

Por las propiedades de valor absoluto tenemos

_ k=Ibil-la;—x|=|bs|—|az—x|
2

_ —k+|bsl+|lag—x|+|bz|+laz—x|
2

k—|by|—-la;—x|-|b;|-|a,—x|
2

Por lo que tenemos {y = a; <x<ay}U{y=

2|y|

- |a; < x < ay}

Despejando x
lay — x| = k — |by| = |b2| — |az — x| = 2|y]|
Por propiedades del valor absoluto tenemos

a; —x =k —|by| — |by| = |lag — x| = 2|y| 0 a; —x = —k+|by| + |by| + |a; — x| +

Luego

la, — x| =k — |by| = |by| = 2|yl —a; + x 0 |lay — x| = k — |by| — |by| = 2]y| + a; —
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e |a,—x|= k—|by|—|by| = 2|yl —a; +x
a, —x =k —|by| — |by| = 2|yl —a; +x

X = —k+|bq|+|b2|+2]y|+ai+a,
- 2

a, —x =—k + |by| + |by| + 2|y| +a; — x
k = |by| + |bz| + 2]yl + a; — a;

o |a; —x|=k—|by|—|by| = 2|yl +a; —x
a; —x =k —|by| = |by| = 2|yl + a; — x
k = |bi| + |b| + 2]y| — a; + a;

a, —x = —k + |by| + |by| + 2|y| —a; + x

x = k—|by|=|bs|-2|y|+a,+a,
2

Luego de k

|by| + [b2] + 2|yl + ay — a; = |be| + |by| + 2|y —a; + a,
a, = a,

Y esto no se da

De x

—k+|by|+|by|+2|y|+as+a; _ k—|bi|=|by|-2|y|+a +a,
2 2

= bbb, _ kil

—k+|b1|+|by| k—|b1|—|by|

_ —k+|b1|+|b2|+2|y|+a1+a2 < < }U {x —
2 y 2

Por lo que tenemos {x = .

k—|bq|=|b2|-2|y|+a +a;
2

y <

—k+|by|+|by| < k—|b1|—|b2|}
2 2

Por lo tanto, por los casos 1,2y 3
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—k+|by|+la,—x|+b k—|by|—la,—x|+b
@510, = {[a, AR (ol
_k+|b1|+|a1_X|+b2 k—|b1|—|a1—x|+b2

V] aZ, 2 ;aZI 2

—k +|by| +|b
|21| |2|<

{ —k + |by| + |by| + 2|y| + ay + a,
Ulx = 5

k — |by| — |b
Pl 12I |2|}u{x

_k—|b1|—|b2|—2|y|+a1+a2
B 2

—k + |by| + |b k — byl — |b
I21I I2I<y< I12I |2|}

a <x<ay}u{y

k —|bs| — la; — x| — |by| — |la, — x|
Ujy = >

_ —k+1|by| +la; — x| + |by| + |a; — x|
B 2

|a, < x < ay}

Veamos que esto se cumple

Sea Z(x,y) € {(al, —k+|b2|+La2—x|+b1) ; (al’ k—|b2|—|(212—x|+b1)} U

—k+|b21|+|b2| <

—k+|bq|+|a;—x|+b k—|b1|-la;—x|+b —k+|bq|+|by|+2|y|+a,+a
a,, 1 1 2 (a,, 1 1 2 Ulx = 1 2 Yy 1+ay
2 2 2 2 2

k—|b1|—|b2| k—|b1|—|bs|-2|y|+ai+a
y < 1 2 } U {x — 1 2 - Yy 114y

—k+|b b k—|b1|—|b
, +|bq |+ 2|< [b4] |2|}U{y:

2 y < 2

—k+|bq|+|a;—x|+|by|+|az—x|
2

k—|by|-la;—x|-|b,|-|a,—x]|
2

a; <x<ay}u{y= |a; < x < ay}

—k+|b2|+|a2—x|+b1 . k—|b2|—|a2—x|+b1
a4,

Luego por definicion de union Z(x,y) € {(al, > ; >

—k+|b - b k—|bq|-la,— b
0 Z(X,y) € {(az, +| 1|+La1 x|+ 2) . (aZ' |byl |;l1 x|+ 2)} 0 Z(x, y) € {x —
_k+|b1|+|b2|2+2|y|+a1+a2 —k+|b21|+|b2| < y < k—|b12|—|b2|} 0 Z(x'y) E {x —
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k—|by|—|bz|-2|y|+ai+a,
2

—k+|b1|+Dy| k—|b1|=|b|
21 2 <y< 12 2

0 Z(x,y)e{y=

k—|bi|=las—x|=|bs|-|ay—x|
2

—k+|by|+|ai—x|+|by|+|az—x|
2

|a1<x<a2}oZ(x,y)€{y= | a; < x < ay}

Como los casos son similares de a parejas, mostraremos uno de ellos.

Casol.Z(x,y) € {(al’_k+|bz|+|2a2—x|+b1) ; (al’k—|b2|—|;12—X|+b1)}

—k+|b2|+|a2—x|+b1
2

—k+|b2|+|a2—x|+b1
bl -
2

+|

+ lay — x| + |b,|

|k—|b2|—|a2—x|—b1
2

—k+|b2|+|a2—x|+b1
+

+ la; — x|+ |by| = k

De igual forma para cuando Z(x, y) = (al, k_|b2|_|a2_x|+b1)

2

k—|by|=|bs|-2|y|+a,+a,
2

Cas03.Z(x,y) € {x = y <

2 2

—k+|bq|+|b;| < k—|b1|—|b2|}

k—|by|=|bs|-2|y|+a,+a,
2

k—|by|—|bs|-2|y|+a,+a,
2

|by| + |a1 -

+2lyl +| — ay| + Ib,|

—k+|bq|+|bz|+2|y|+as—a,
2

k—|bi|=|bs|-2|yl+a,—a,
2

b +| + byl = k

+2|y|+|

_ k=lbil=la;—x|=|by|-|a,—x|
2

Caso 5. Z(x,y) € {y |a1 <x<ay}

k—|bs|-|a,—x|-|by|-la,—
2

x|
|by] + la, — x| +2] |+ laz = x| + Ib,|

|by| + lay — x| + |k — |by| = lay — x| = |by| — la, —x|| + lay — x| + |by| = k

Por lo tanto, se cumple.

Ademas, al igual que en la parte 1 cuando la constante k tiende a d4 (A4, B) los puntos que
quedan por encima o debajo de los focos como se ve en la figura 27 se acercan mas a estos, y la

especie de “hexdgono” que queda cada vez sera mas angosto tendiendo a ser el eje x cuando k =

d, (4, B).
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5.8. Hipérbolas

Durante la exploracion en GeoGebra para la identificacion de la hipérbola se colocaron los

puntos A y B focos de la hipérbola en diversas posiciones del plano y un deslizador k como

constante de la hipérbola, dando como resultado diferentes tipos de hipérbola dependiendo de la

distancia entre A y B, el punto medio de estos y la constante a tomar.

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la siguiente proposicion:

5.8.1. Proposicion Hipérbola del Ascensor

Dados A(a4, b1), B(ay, by) focos de la hipérbola, C(a4,0), D(ay,, 0), k la constante y M el

punto medio de Ay B.

1.

2.

Si M(a, bl;rbz) entonces © ({4,B})4 = {(01, b1+1232ik)}

bl_a2_|b2|+a1)

Si M(a,———— y g <d,(M,Q0C) entonces © ({A,B}),4 =

by—ay—|by|+a, £k }

{(al’ 2

21Si  M(a,2m%leltay kg (M,¢)  entonces  © ({4, B} =

2 2

{(ay, 22ttt O (2 (2, y) € R?x < ay)

bl_a2_|b2|+a1)

2.2.Si M(a,, _

y d,(M,C) < S <d4M,C)+d,u(C,D) entonces &

bi—a,—|by|+a,+k bi—a,—|by|+a;—k
({4, B} )a = { (o, ) (o = - 222ty g

b1—a2—|b2|+a1)

2.3.5i M(a,, -

y S > d,(M,C)+dy(C,D) entonces © ({A,B}i )a =

bl—a2—|b2|+a1+k bl—a2—|b2|+a1+k
{(ay, =222 U {(ap, - =220 1 g, —a,))

by—|by|-az+a,

Si M(— +a1,0), <d,(C,M) y <d,(M,D) entonces O

({A, B}k)A = {X — _ b1_|b2|_2az+alik + al}
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bi—|bz|-az+a;

3.1.Si M(— + a4, 0), §=dA(C,M) y §<dA(M,D) entonces ©

({4 B4 = (Z(x,y) € R¥|x < a;} U  x = - el taresy g )

by—|bz|-az+ay

3.2.S51 M(— + aq,0), §>dA(C,M) y §<dA(M,D) entonces ©
({4, BYi)a = {(ay, 252 U { x = - 2P 4 g,
. bi—|by|—az+a, k k

33SI M(—————+a4,0), 5>dA(C,M) y E>dA(M,D) entonces ©

bl |b2| a2+a1+k

bi—|by|—a,+a;—k
U {(ay -2 ) )

({A, B}i)a = {(as,

5.8.1.1. Demostracion.

Parte 1.

5_

A
4 ™
3_

C
2 °
1

J1 0 1 2 3 4

D
-1 °
_2_

B
ey °
“4_

b1+b2

=)

Figura 28. Hipérbola del Ascensor cuando M (a4,

Dados A(ay, b;), B(ay, b,) focos de la hipérbola, k la constante y M (a,, b1+b2

)

SeaZ(x,y) € {(al,ble’—Zik)}, entonces

2(xy) = (a1, 57F) 0.2(x,y) = (a1, 55)

2
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Caso 1. Z(x,y) = (al,b1+b2+k)

2
Por definicion de hipérbola tenemos
|da(A,Z) —du(B,Z)| = k

bi+by+k
2

=k

-

b1+b2+k|
2

—b2|

Por propiedades de valor absoluto tenemos que

|~k| =k

Caso 2. Z(x,y) = (al,b1+22_k)

|da(A,Z) — da(B,2)| = k

bytby—
2

b1+b2—k| _

||b1— 2 =k

k_b2|

Por propiedades de valor absoluto tenemos que

|kl =k

Luego © ({4, B}x)4 = {(al' b1+b2ik)}

2
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Parte 2.

-2 0 2 4 6

bi—ay—|by|+a,

Figura 29. Hipérbola del Ascensor cuando M (a,, 5

)y 5 < da(M,0)

b1—a2—|b2|+a1)

Dados A(aq, b1), B(a,, by) focos de la hipérbola, k la constante, M(a,,

2
k
£ <dyM,0)
SeaZ(x,y) € {(al, bl_az_';’2|+alik } entonces
bi—az—|by|+ai+k bi—az—|by|+a—k
Z(x,y) = (a, 2220y 6 7(x, y) = (g, o2k,

b1—a2—|b2|+a1+k

> )

Caso 1. Z(x,y) = (a4,
|da(A, Z) —da(B,Z)| = k
Pero d,(A,Z) = da(A, M) — ds(C,M)y dy(B,Z) = ds(B, M) + d,(C, M), luego

|da(4, M) — d,(C, M) — (da(B, M) + dy(C,M))| = k

|=2d,(C,M)| = k
-2l =+
|-kl =k
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bi—ay—|by|+ai;—k

> )

Caso 2. Z(x,y) = (ay,
|da(A,2) — ds(B, 2)| = k

Pero d,(4,2) = d (A4, M) + ds(C, M) y da(B,Z) = ds(B,M) — d,(C, M), luego
|da(A, M) + dy(C, M) — (da(B,M) — du(C,M))| =k

12d,(C,M)| = k

2l =+

|kl =k

Por lo tanto, © ({4, B}) 4 = {(al’b1—a2—|12?2|+a1ik)}

Parte 2.1.

=

m

5]
=
@

= 0

A
B T e O e T PR E Y FE

1—az—|by|+a,

Figura 30. Hipérbola del Ascensor cuando M (a,, b 2 ) y% =d,(M,C)

bl—a2—|b2|+a1)

Dados A(a4, by), B(a,, b,) focos de la hiperbola, k la constante, M(a,, >

L =d,(M,0)

b1—a2—|b2|+a1ik

Sea Z(x,y) € {(al, . )} U{Z(x,y) € R?|x < a;}
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Por definicion de union tenemos

Z(x,y) € {(al,bl_az_lzﬂmlik)} 0Z(x,y) € {Z(x,y) € R?*|x < a;}

Caso 1. Z(x,y) € {(al’bl—a2—|1272|+ali-k)}

k

Demostrado anteriormente, ademas como 5= ds(M, C) entonces

Z(al, b1—a2—|1292|+a1—k) — C(ay,0)

Caso 2. Z(x,y) € {Z(x,y) € R?|x < a,}

|da(A,Z) — da(B,2)| = k

Pero d,(4,2) = ds(A,C) +d,(C,Z) y ds(B,Z) =d,(C,Z) +d,(C,D) + d,(D,B),
luego

|da(A, C) + da(C,2) — (da(C,Z) + dy(C, D) + dy(D,B))| = K

|da(A,C) +dyu(C,Z) —dy(C,D) —dy(D,B)| =k

Por el caso 1y como g =d,(M,C)

|kl =k

bl—a2—|b2|+a1ik

Por lo tanto, © ({4,B}) 4 = {(al, . )} U{Z(x,y) € R?|x < a;}

Parte 2.2.
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M B

-2 0 2 4 6

bi—a;—|by|+a,

Figura 31. Hipérbola del Ascensor cuando M (a4, 5

)Y da(M,€) <5 < ds(M,C) + ds(C,D)

bl—a2—|b2|+a1)

Dados A(aq, b1), B(a,, by) focos de la hipérbola, k la constante, M(a,, >

da(M,C) <% < da(M,C) +dy(C,D)

SeaZ(x,y) € {(al,b1—a2—|1272|+a1+k)} Ufx = — bl—a2—|1292|+a1—k +ay)

Por definicion de union tenemos

Z(x,y) € {(al, bl_a2_|22|+a1+k)} 0Z(x,y) € {x=— bl_az_lZZHal_k + a;}

Caso 1. Z(x,y) € {(a1,b1—a2—|1272|+a1+k)}

Demostrado anteriormente en la parte 1.

Caso 2. Z(x,y) € {x = — bl_az_llz’z'wl_k + a;}

by—ay;—|by|+a,—

> k+a1,y) y en

Como Z pertenece a la recta entonces Z(x,y) = Z(—

by—a;—|by|+a,—
2

particular el punto W (— i a,,0) estara en ella.

|da(A, W) —da(B,W)| =k
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Pero  dy(AW)=d,(AM)+d,(M,C)+du(C,W) 'y dy(BW)=d,(W,D)+
d,(D, B), luego como M es el punto medio y d4(M,C) < g <d,(M,C)+dy(C,D) se tiene que
dy(A, M) =dy(M,C) + dy(C, W) +dy(W,D) +dy(D,B)

Luego

|dy(M,C) + dy(C,W) +dy(W,D) + dy(D,B) +dy(M,C) +dy(C,W) — dy(W,D) —
d.(D,B)| =k

|12d,(M, C) + 2d,(C,W)| =k

|2 (bl—a2—2|b2|+a1) 42 (_ bl—a2—|b2|+a1—k)| —k

2
k| =k

by—a;—|by|+a;—

k
2 +a1,y)

Ahora, con Z(—
|da(M,C) + dy(C, W) +dy(W,D) +dy(D,B) +dy(M,C) + dy(C,W) +dy(w, Z)
—-d,(W,Z) —d,(W,D) —d,(D,B)| =k
|12d,(M, C) + 2d,(C,W)| =k

|2 (bl—a2—2|b2|+a1) 42 (_ b1—a2—|b2|+a1—k)| —k

2

|kl =k
Porlotanto © ({A,B}; )4 = {(allbl_a2_|1272|+a1+k) } Ufx=— b1—a2—|1272|+a1—k +ay)
Caso 2.3.
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M B

-2 0 2 4 ]

bi—ay—|by|+ay

Figura 32. Hipérbola del Ascensor cuando M (a,, 5

)y5 > da(M,C) + ds(C,D)

bl—a2—|b2|+a1)

Dados A(aq, b1), B(a,, by) focos de la hipérbola, k la constante, M(a,, >

2> dy(M,C) + dy(C, D)

—y— byi—ay—|b k
SeaZ(x,y) € {(apbl . |22|+a1+k)}u{(a2'— e |22|+a1+ +a; —ay)}

Por definicion de unién tenemos

bl—a2—|b2|+a1+k
2

2(x,y) € {(a, 22 0 2(x, y) € {(az - + a1 - ay))

Caso 1. Z(x,y) € {(a1,b1—a2—|1272|+a1+k)}

Demostrado anteriormente en la parte 1.

bl—a2—|b2|+a1+k
2

Caso 2. Z(x,y) € {(az, — +a; —a,)}

|da(A,Z) — da(B,2)| = k

Pero d,(A, W) = d (A, M) +d,(M,C) +d,(C,D) +dy(D,Z) y dy(B,Z), luego como
M es el punto medio yg > d,(M,C) + dy(C,D) setieneque dy(A, M) = d,(M,C) +d,(C,D) +

d,(D,Z) + dy(Z,B)
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|dy(M,C) +d,(C,D)+d,(D,Z)+dy(Z,B) +dy(M,C) + dy(C,D) +dy(D,Z) —
d,(Z,B)| =k

|12d,(M,C) + 2d,(C,D) + 2d4(D,Z2)| = k

|by —a, — |by| + a; + 2a; — 2a, — by + a, + |by| —a; — k + 2a; — 2a,| =k

|—k| = k

Por lo tanto © ({A,B}; )4 = {(al,b1—a2—|12’2|+a1+k) } U {(ay, — b1—a2—|1292|+a1+k +a, -

az)}

Parte 3.

A
4 ®
3_
B
2 ™
14
M
2 210 1 2 3 1 5 5 7

—14

-2 4

=34

by—|by|—az+a,

Figura 33. Hipérbola del Ascensor cuando M (— 5

+a5,0),5 < da(C, M)y % < da(M,D)
by—|b|—az+a;

Dados A(aq, b;), B(a,, b,) focos de la hipérbola, k la constante, M(— >

+

a;,0), el punto mediode Ay B, S < dy(C,M) yg < d4s(M,D)

by—|by|-ay+a tk

SeaZ(x,y)E{xz > +a1}

Casol. Z(x,y) € {X =— b1_|b2|_;2+a1+k + al}
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b1—|b2|—a2+a1+k
2

b1—|b2|—a2+a1+k

Z( >

+ a4, 0)

ta,y)yw(=

|da(A,2) — ds(B, 2)| = k

da(A,Z) = ds(A,C) +dy(CW) +dy(W,2Z) Yy du(Z,B) = da(W,Z) + dy(W, M) +
d4(M, B), pero d,(M, B) = d,(4,C) + ds(C,W) + ds(W, M), luego

|da(A,C) + da(C,W) + dy(W,Z) — (da(W,Z) + dg(W, M) + dy(A4,C) + dy(C,W) +
d,(W,M)| =k

-2(0) -

Caso 2. Z(x,y) € {X =— b1_|b2|_;2+a1_k + al}

Proceso analogo al caso 1.

b1—|b2|—a2+alik

> + al}

Por lo tanto, © ({4, Bh)a = { x =

Nota 1.

Las partes 3.1, 3.2 y 3.3 son variantes de la hipérbola, al igual que las partes 2.1 a 2.3 (que
ya fueron demostradas), en donde se aprecia que las hipérbolas del ascensor pueden ser, puntos,
rectas, semiplanos o0 una combinacion de estas, por lo cual las demostraciones de los casos
siguientes con analogas. A continuacion, se muestra en imagenes las variaciones.

Caso 3.1.
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Figura 34. Hipérbola del Ascensor cuando M (—

Caso 3.2.

Figura 35.

Caso 3.3.

=

M

—1

-2

=3

g P P

we

bi—|bs|-ax+ay

k k
+a1,0), 5 = da(C,M) y = < dy(M, D)

5_
A
41 ®
3_
B
21 ®
14 .
M
210 2 3 5
_1_
_2_

Hipérbola del Ascensor cuando M (—

by—|bz|-az+a,
2

+3,0),5> ds(C,M) y 5 < dy(M, D)
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4 ®
3 .
B
2 °
1 .
M
0 1 2 3 4 5 B 7

-1

bi—|bs|-ax+ay

Figura 36. Hipérbola del Ascensor cuando M (— + a,,0), ; > d,y(C, M) ys > d,(M,D)

Nota 2.

by—a;—|bq|+a,

Cuando el punto medio de A y B sea de la forma M (a,, ) se tendran casos

similares a los de la parte 2, por lo que nuevamente el proceso de demostracion serd analogo.

B
10 [ ]
N
6
[ ]
N
A M
2 [ ] [ ]
0 2 4 6
; . by—a,—|by|+
Figura 37. Hipérbola del Ascensor cuando M(az,w)
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5.9. Parabolas

Durante la exploracion en GeoGebra para la identificacion de la parabola se colocé el punto
A foco de esta en diversas posiciones del plano junto a la recta [ directriz en posiciones paralelas
a los ejes coordenados x y y, dando como resultado diferentes tipos de parabola dependiendo de
la posicion de la recta y la distancia del punto a la recta.

A continuacion, se muestra la distancia de punto a recta en la métrica del ascensor y
teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la proposicion.

5.9.1. Distancia de Punto a Recta en la Métrica del Ascensor

En Neira (2015), podemos encontrar la siguiente definicion:

5.9.1.1.Definicion Distancia entre un Punto y un Conjunto.

Sea (X.d) un espacio métrico. Si A es un subconjunto no vacio de X entonces la distancia
d(x,A) de un punto x € X al conjunto A se define como el infimo de los nimeros d(x, a) donde
a € A; esto es,

d(x,A) = inf{d(x,a):a € A}
Luego, la distancia entre un punto A(a,, b;) Yy una recta [ en la métrica del ascensor sera
ds(Al) =inf{ds(A,B):B € l}

Para el trabajo con la parabola en la métrica del ascensor solo tendremos en cuenta las
rectas paralelas a los ejes coordenados pues estas son la que recogen algunos de los tipos de
rectas descritas anteriormente.

Por lo que

1. Silesdelaformay = k entonces d,(A4,1) = d4(A, B) donde B(a4, k)
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) 210 1 2
=14

-2 4

=34

Figura 38. Distancia de punto a recta cuando y = k

Sea B(x, k) € [ entonces por definicion de la métrica del ascensor tenemos
Casol.x =a,

da(B,A) = |k — b,]

Caso 2. x # a4

da(B,A) = |kl + |x —ay| + |by|

Pero la definicion de distancia de punto a recta dice que d,(4,1) = inf{d4(A,B):B € [}

|k = by < |kl + |x —as| + ||

Por lo que d4(4,1) = d4(A, B) donde B(a4, k)

2. Silesdelaformax = k entonces d,(4,1) = d4(A, B) donde B(k,0)
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Figura 39. Distancia de punto a recta cuando x = k

Sea B(k,y) € L entonces por definicion de métrica del ascensor tenemos
d(4,B) = |bs| + |a; — k| + ||
La definicion de distancia de punto a recta dice que dy(A,1) = inf{d4(A,B):B€l}y
d, (A, 1) vaa ser infima cuando y = 0 pues
|by| + lay — k| <1bs| + |a; — k| + |y
Por lo que d,(4,1) = d4(A, B) donde B(k, 0)
5.9.2. Proposicion Parabola del Ascensor

Dados A(a4, b;) foco de la parébola, [ la recta directriz

1. Silesdelaformay =ky |b;| = kentonces U(A), = {(‘11' kzbl)}

1.1Si L es de la forma y =k y |b;| < k entonces U(4;))4 = {(al, k";bl)} Ufx =

—lk=yl+ b+ 1yl +a1]0 <y < Foo}U{x = |k —y|—|by| — |y| + 4]0 <

y < oo}

2. Silesdelaformax =ky |k —a,| < |b;|entonces J(4,), = {(al,—bl‘”;‘al')}
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21.Silesdelaformax =ky |k —a,| > |by| entonces U(4;), = {x = —a1+'b1|+"}

2

5.9.2.1.Demostracion.

Parte 1.

Figura 40. Parabola del Ascensor cuandoy = ky |b,| = k

Dados A(a4, b;) foco de la pardbola, y = k la recta directriz

SeaZ(x,y) € U(A)4

Por definicion de parabola tenemos que

d (A, Z) = dy(Z, 1)

Por la definicion de distancia de punto a recta en la métrica del ascensor tenemos que
dy(Z,1) = d,(Z,B) donde B(x, k), luego d,(A,Z) = d4(Z, B).

Casol.x =a,

|by =yl =1k =yl

Por definicién de valor absoluto tenemos que

bi—y=k—-y

b, =k
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by—y=-k+y

_ btk
T2

Caso 2. x # a4
by + lag — x| + [yl

Pero |by| = |k| por lo

= |k =yl

que [by| + lag — x| + |yl > |k =y

Por lo que U(4,), = {(a1,22)}

k+by

Veamos que (al, >

k+by
2

I -

_ |k+b1
| 2

b1—k|
2

b1—k|
2

Parte 1.1.

Dados A(a4, b,) foco

Sea Z(x,y) € U(A)4

2

) cumple

g

-1

-2 ®

Figura 41. Parabola del Ascensor cuandoy = ky |b;| < k

de la parabola, y = k la recta directriz

Por definicidn de parabola tenemos que

d,(A,Z) =d,(Z,1)
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Por la definicion de distancia de punto a recta en la métrica del ascensor tenemos que
d,(Z,1) = dy(Z, B) donde B(x, k), luego d4(A,Z) = d,(Z, B).

Casol.x =a,

Igual que en la parte 1.

Caso 2. x + a,

|by| + la; —x| + |yl = |k =yl

Despejando x tenemos

la; — x| = |k =yl = |bs] = |yl

Por propiedad del valor absoluto tenemos

ag —x=|k—y|l=|bi|l = lyloa; —x = —lk =yl + |bs| + |yl

Por lo que

x=—lk—y|l+ b+ Iyl +a,0x=|k—y|—I|b| = |yl + a4

k+by
2

Luego por los casos 1y 2 se tiene que U(A4;), = {(al, )} Uf{x =—-lk—y|+|b| +

lyl|+a1]0 <y <Foo}u{x =|k—y|—|b|—|y] +a,]0 <y < £oo}

k+b;

Veamos que se cumple, para Z(x,y) = (al, >

) se mostro anteriormente.
Z(x,y) €{x =~k —y|+ |bs| + |yl + a1]0 < y < o0}

|b1] + la; — (=lk =yl + |b1] + [yl + a)| + |yl = |k =yl

byl + |lk =yl = byl = |¥l| + ly| =0

0=0
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Parte 2.

A
4 ®
2 o
Y
B
2 0 2 1

=24

Figura 42. Parabola del Ascensor cuando x = ky |k — a;| < |b4]

Dados A(a4, b;) foco de la pardbola, x = k la recta directrizy |b;| > |k — a4]
SeaZ(x,y) € U(A)4
Por definicion de parabola tenemos que

ds(A,Z) =dy(Z,1)

Por la definicion de distancia de punto a recta en la métrica del ascensor tenemos que

dy(Z,1) = d4(Z,B) donde B(k,0), luego d4(A,Z) = d,s(Z, B).
Casol.x =a,
|by —yl = Ik —as| + |yl
Por propiedad del valor absoluto tenemos
by —y=Ilk—ail+|yloby—y=—lk—ai| =yl
Luego
lyl=by —y—lk—ailolyl ==bi +y — |k —a4]

Y como |b;| > |k — a4| entonces solo tenemos
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lyl = by —y — |k — a4
Y por propiedades de valor absoluto

_ b1—|k—a|
o 2

Lo U, = (o 210
Caso 2. x # a4

b1l +lag — x| + [yl = |k — x| + |y
Y esto no se tiene pues |b,| > |k — a4]

Veamos que esto se cumple

|b1 _ bi—|k—a4| — |k _ a1| + bi—|k—-a4|

2 2
Pl = 21k — ay| + by — Ik — ay|
Parte 2.1.

Figura 43. Parabola del Ascensor cuando |b;| < |k — a4 |

Dados A(a4, b;) foco de la pardbola, x = k la recta directrizy |b,| < |k — a4]
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SeaZ(x,y) € U(A)4

Por definicion de parabola tenemos que

da(A,Z) = ds(Z,1)

Por la definicion de distancia de punto a recta en la métrica del ascensor tenemos que
dy(Z,1) = d4(Z,B) donde B(k,0), luego d4(A,Z) = ds(Z, B).

Casol.x =a,

|by —yl = |k —as| + |yl

Pero esto no se da, pues |b;| < |k — a4|

Caso 2. x + a4

d,(A,Z) =d,(B,Z)

b1l +lag — x| + [yl = |k — x| + |y

Trazamos circunferencia centro en (a4, 0), radio |b,| y encontramos la interseccion con
y = 0 en donde el punto sea mayor que a,

(x—a)*+y*=|bp*yy=0

Formamos el punto

E(a, + |bs],0)

Luego d,(A,Z) = dy4(E, Z)

Por lo que

lay + b1 — x| + [yl = |k — x| + |y

Luego por propiedades del valor absoluto

_ a1+|b1|+k
B 2

Por lo tanto W (4,), = {x — w}

2
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+|bq|+k
Veamos que se cumple, sea Z(u

a1+|b1|+k _ a1+|b1|+k
|y + [by| — ] | Gl

a1+|b1|—k| _
> =

a1+|b1|—k|
2

Por lo tanto, se cumple.

)
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6. Conclusiones

Las conclusiones estan divididas en dos, primero se habla de los resultados obtenidos a

traves del estudio de la métrica del ascensor en los diferentes lugares geométricos explorados,

después, se presentan las proyecciones con el fin de dar continuidad en la investigacion de la

métrica u otras métricas.

6.1. Con respecto a la Métrica del Ascensor

v

Los segmentos del ascensor son iguales a los segmentos paralelos o verticales de la
métrica usual o una union de estos.

Los rayos del ascensor son iguales a los rayos paralelos o verticales de la métrica
usual o una unién de estos a excepcion de cuando el punto que da la direccion esta en
el eje x, pues esto da pie a semiplanos.

Las rectas del ascensor son iguales a las de la métrica usual cuando los puntos tienen
la misma abscisa, pero los puntos tomados se encuentran en cuadrantes diferentes.
Cuando no ocurre esto, da paso a uniones de segmentos con rayos, semiplanos o
planos completos al igual que ocurre con los rayos del ascensor.

Los puntos medios en la métrica del ascensor cuando los puntos tienen la misma
abscisa se encuentran de la misma forma que en la métrica usual. Cuando esto no
ocurra se dependera de los valores de las abscisas y ordenadas de los puntos para
determinar la posicion del punto medio.

Las mediatrices del ascensor son puntos, rectas o semiplanos dependiendo de la
posicion del punto medio del segmento.

El lugar geométrico que describen las circunferencias del ascensor dependera de la

distancia del punto al eje x y el valor de r a tomar.
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v El lugar geométrico que describen las elipses del ascensor dependera de la posicion
de los focos y la constante k a tomar, pues esto definira si la elipse sera dos puntos o
la amplitud con la que se distanciaran los puntos pertenecientes a este lugar.

v El lugar geométrico que describen las hipérbolas del ascensor dependera de los focos,
la constante k atomary la posicion del punto medio, formando asi hipérbolas de hojas
formadas por puntos, rectas, semiplanos o una combinacion de estas tres dependiendo
de que tanto se acerque la contante a0 0 a d4 (4, B).

v El lugar geométrico que describen las parabolas dependera del posicionamiento de la
recta directriz y el foco, dando como resultado un punto o rectas dependiendo la

distancia de la recta y el foco.

6.2. Con respecto a la formacion

» Gracias a la ayuda del software GeoGebra se logro identificar cada uno de los lugares
geométricos con sus respectivos casos, para asi realizar la descripcién y las
proposiciones de cada uno de estos.

» Con los métodos analiticos y algebraicos se logro en varias ocasiones corroborar los
lugares geométricos visualizados en GeoGebra, ademas son pieza fundamental de
algunas de las demostraciones de las secciones conicas.

» Larealizacion de este trabajo de grado puso a prueba cada uno de los conocimientos
geométricos, analiticos y algebraicos logrados a traves de los espacios académicos
cursados a lo largo de la carrera; ademas con el uso de GeoGebra y estos
conocimientos a lo largo de las exploraciones se realizé un mayor trabajo con los
procesos de visualizacidn, conjeturacion y demostracion los cuales fueron de suma

importancia para la culminacion de este estudio.
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Teniendo en cuenta lo anterior, la realizacién de este trabajo de grado me permitid
reflexionar sobre los aportes a mi formacién docente, pues al poner a prueba mis conocimientos y
al hacer uso de procesos de visualizacion, conjeturacion y demostracion me di cuenta del laborioso
quehacer matematico en cada una de sus actividades, asimismo del quehacer como futuro
Licenciado en Matematicas al pensar como lo realizado durante este documento podria ser de
ayuda para potenciar los procesos en los estudiantes y también llevar esto al aula haciendo uso del

GeoGebra.

7. Proyecciones

= La realizacion de este trabajo se puede tomar como aliciente para identificacion de la
topologia asociada a la métrica, tomando como base la circunferencia del ascensor para
asi dar paso a encontrar los abiertos asociados.

= Este trabajo puede ser motivacion para la realizacion de estudios de lugares geométricos
en otras métricas o para la invencion de una nueva distancia y su demostracién como una
métrica nueva.

= Aligual que en algunas ocasiones en la escuela se cambia la definicion de distancia por
la métrica del taxista y se realiza un trabajo de exploracién con los estudiantes, podria

hacerse lo mismo con la métrica del ascensor.
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