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Introduccion
En el presente documento se muestra el estudio realizado en el espacio métrico ({0,1}V, d),
donde d es la métrica primeriza o de Baire, estudio que se realizo partiendo de la exploracion de
diferentes objetos y caracteristicas que son de interés en la topologia. Sobre cada aspecto tratado
se procuré ejemplificar a través de variedad de representaciones, que, ademas, permitieron hacer

una caracterizacion del espacio mencionado.

En la primera seccidn se parte de la definicion que presenta Gustavo Rubiano en su libro
“Topologia general”, y se procede a demostrar que efectivamente ({0,1}N,d) es un espacio
métrico. Ademas, se estudian las bolas en este conjunto; estas se construyen desde la definicion
general y se explora a través de ejemplos hasta caracterizar una definicidn especifica para este

espacio.

En la siguiente seccion se presenta el estudio del conjunto {0, 1}V, es decir, el conjunto de las
sucesiones de ceros y unos, con el fin de conceptualizar una representacion adecuada para utilizarla
en el abordaje de todos los conceptos que se tratan en secciones posteriores, para ello, se encuentra
una relacién entre estas sucesiones y el intervalo [0,1]. También se hacen las precisiones y las
convenciones que se utilizaran para tener representaciones en el plano que faciliten la visualizacion
de las propiedades topoldgicas del espacio métrico, ademas, se utiliza la suma disyunta de

conjuntos para tener también una representacion algebraica de estos elementos.

En el tercer capitulo se continda explorando la obtencion de abiertos por medio de uniones de
bolas y se estudian las relaciones que hay entre las bolas abiertas y cerradas. También se
demuestran algunas propiedades que resultan bastante extrafias a primera vista: toda bola abierta

es un conjunto cerrado, toda bola cerrada es un conjunto abierto y cualquier punto de una bola
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puede ser su centro, a partir de estas exploraciones se caracteriza al espacio ({0, 1}V, d) como un
espacio ultramétrico. Se ejemplifica cada apartado utilizando la representacion conceptualizada en

la seccién anterior.

En la Gltima seccion, se presenta el estudio de algunas propiedades topoldgicas en este espacio
métrico, propiedades como la conexidad y separacion, nociones de compacidad y convergencia de
sucesiones. Para cada tdpico se presentan ejemplos utilizando las representaciones que se
desarrollaron en otras secciones. Por Gltimo, se muestra un compendio de conclusiones basadas en
el desarrollo de cada apartado que se abord6 en el documento y que sirven para caracterizar al

espacio métrico ({0, 1}V, @).
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Justificacion

La métrica de Baire define una forma de medir distancias entre sucesiones, al explorar de forma
superficial el ejercicio propuesto por Gustavo Rubiano en el libro “Topologia general” (2002) P&g.
34 se pudo evidenciar el potencial conceptual del tema, pues los espacios métricos que surgen al
estudiar algunos conjuntos con la métrica de Baire parecen tener un comportamiento poco
intuitivo, por lo dicho, la eleccidn de este problema para el desarrollo del presente trabajo se
sustenta en la posibilidad de realizar un estudio mas amplio que permita caracterizar las
particularidades del espacio métrico ({0, 1}V, d) donde d, es la métrica de Baire, y que pueda ser
utilizado posteriormente para caracterizar espacios de la forma (XN,d) con conjuntos
arbitrariamente grandes. Por otro lado, se considera que el problema escogido tiene suficiente
potencial para desarrollar un proceso de estudio e investigacidn en torno a él; proceso que sirva
como pretexto para ejercitar habilidades comunicativas escritas y orales, asi como la autonomia

como futuros docentes e investigadores.
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Planteamiento del problema
Definicion de la métrica de Baire
Sea X un conjunto no vacio. En XN se define d, la métrica primeriza o de Baire como: dadas

dos sucesiones, x = (x1,%3,...), ¥ = (V1,Y2, ...) en X:

o d(x,y)= % Si x, = y,, paratodon < k'y x, # yy.

e Six, =y,paratodon € N, d(x,y) = 0.

Partiendo de la definicidn de la métrica d de Baire, se propone realizar un estudio en el espacio
métrico ({0,13}V, d) que permita indagar en algunas nociones topoldgicas como bolas: abiertas y
cerradas, compacidad, separacién, conexidad y convergencia de sucesiones. Para lo anterior, se
presentan varios ejemplos de cada concepto en representaciones que permitan visualizar de mejor
manera las propiedades que tiene este espacio métrico. Adicionalmente, a partir de la exploracién
se generaliza y obtienen algunas conclusiones sobre el comportamiento del espacio ({0,1}V,d)

donde d es la métrica de Baire.
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Objetivos
Objetivo general

e Realizar un estudio del espacio métrico ({0, 1}V, d) donde d es la métrica de Baire.

Objetivos especificos
e Demostrar que ({0, 1}V, d) es un espacio métrico.
e Desarrollar una representacion para {0, 1}" en el plano que permita visualizar las
propiedades del espacio métrico y que facilite la exploracion.
e Estudiar conceptos como bolas abiertas y cerradas, conexidad, compacidad y
convergencia de sucesiones en este espacio.
e Presentar variedad de ejemplos de cada concepto abordado, utilizando la representacion

en el plano.
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1 Elespacio métrico ({0,1}V, d) y las bolas abiertas y cerradas
En primer lugar, es necesario cerciorarse de que efectivamente ({0,1}N,d) es un espacio
métrico, es por esto que se presenta una demostracion de este hecho, sin embargo, en vez de tomar
especificamente el conjunto de las sucesiones de ceros y unos, es decir {0, 1}V, se demostrara para

cualquier conjunto XN,

1.1.1 Demostracion: (XN, d) es un espacio métrico

Para que (XN, d) sea un espacio métrico se tendra que mostrar que d cumple:

D1. VxVy(d(x,y)) = 0)y VxVy(d(x,y) = 0siy sblosix =y)

D2. vxVy(d(x,y) = d(y, x)), propiedad llamada “simetria de la distancia”

D2. vxVyVvz(d(x,y) < (d(x,z) + d(z,z)), propiedad llamada “desigualdad triangular”
Se demostrara D1.

Por la definicién de esta métrica se tiene que d(x, y) = % Si x, =y, paratodon < kyx, #

Vi Y Si x, =y, para todo n € N, se define d(x,y) = 0, por lo que esta deduccion se consigue

directamente de la definicion de la métrica.

Se demostrara D2.
Seane,f € XNcone = (e, ey, €3, .., )Y f = (fi, f2r far ooer for - ). SUPONGaAsSE que

1 - - .
d(e f) = ~, €s decir, e; = x4, €3 = X5, €3 = X3, ..., €y_1 = Xn_1 Y €n F Xn, POr la simetria de
la igualdad se puede deducir x; = ey, X = X, X3 = €3, ..., Xn_1 = €,_1 Y Xn # €y, lUego se

tiene d(f,e) = %aplicando la definicién de la métrica, asi, d(e, f) = d(f,e) .



16

Para demostrar D3 se utilizaran los teoremas que se enuncian a continuacion:
Teorema 1:
Sia,b € R, entonces Max{a,b} < a + b.

Por contradiccion. Supdngase que Max{a, b} > a + b, luego de la funcién Max se tiene que
Max{a,b} = a 6 Max{a,b} = b, pero si Max{a, b} = a > a + b entonces 0 > b, pero esto es
una contradiccion pues b € Ry, ahora para Max{a,b} = b > a + b se tiene 0 > a, lo cual es

contradictorio ya que a € Ry,. Por tanto Max{a,b} < a+b

Teorema 2
Si=,~ € Ryg,con Ky m en naturales entonces ——— = M {l l}
k’m 20 y Min(om) XGRS
De la funcién Max se tiene que Max {l,i} =16 Max {3,3} =1 Siel Max {l,i} =1ge
k' m k k'm m k' m k
. . , _ . _1
tiene que k < m, enseguida Min{k,m} = k por tanto se tendrd que it = % luego, de

Max {%i} = ise tiene que m < k luego Min{k, m} = m, es decir que = % Por tanto,

Min{k,m}

= Max{l,l}

queda demostrado que
k' m

Min{k,m}
Teorema 3:

Si x, y, ¥ z son elementos de {0, 1}N tales que d(x,y) = %y d(y,z) = é, entonces d(x,z) <

1
Min{p,q}’
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Siendo x, y, y z sucesiones de XN, ahora supongase que d(x,y) = % y que d(y,z) = 3; de
d(x,y) = % de aqui se deduce que x, = v,V k < p, pues asi se define la métrica de Baire. Lo
mismo pasa con d(y, z) = é, de donde y, =z, Vk < q.

Ahora supongase que p < g, COMO ¥, = z,,V k < g se tendra y, = z,,V k < p, y ya se sabe
que x; = i,V k < p, se concluye entonces que x; = z,,V k < p, luego d(x,z) < %.

., , . 1
Con una demostracion analoga, suponiendo que g < p se concluye d(x, z) < 7 Y por estas dos

. I ien < .
desigualdades se tiene que d(x, z) < e

Se demostrard D3
Sean a, b, c € XN.

Como d: XN x XN - R, se asegura que Max{d(a,c),d(c,b)} < d(a,c) + d(c,b) porel

primer teorema anterior.

Supébngase que d(a,c) = %y que d(c,b) = %; es decir, a y c difieren por primera vez en la

posicién k, mientras que c y b lo hacen en la posicion m.

Ahora se tomara Min{k, m}, se puede asegurar que d(a,b) < por lo expuesto en el

Min{k,m}

1
Min{k,m}

tercer teorema. Luego d(a,b) < = Max{%,%} = Max{d(a,c), d(c,b)}, esto por el
segundo teorema. Y como Max{d(a,c),d(c,b)} < d(a,c) +d(c,b) se concluye d(a,b) <

(d(a,c) + d(c, b).
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Ya se ha demostrado que efectivamente la métrica de Baire determina un espacio métrico con
{0,13V, el paso natural es empezar a explorar como quedan las bolas en el espacio, este hecho sera
el que se procedera a explorar a continuacion, primero, haciéndolo con las bolas abiertas, y después

con las bolas cerradas.

1.1.2  Construccion de las bolas en el conjunto ({0, 1}V, d)
1.1.3 Bolas abiertas

A continuacion, se presenta como son las bolas tomando x = (0,1,0,1,0,1,...) de {0,1}V,

como centro.
Bi(x) = {y € {0,1}N/d(x,y) < €} es la definicion de una bola abierta con centro x y radio &.
k

. . . fas . , p 1 .
Sin embargo, las distancias en la métrica de Baire estan dadas por nimeros de la forma —» asi que,

por ahora, se van a explorar con radios de este tipo.

Se halla inicialmente Bi(x):
3

Para que se cumpla la condicion d(x, y) < % el denominador debe ser mayor que 3.

p = (Op 1; O; 0; 0; O, O, 0, ...); d(x’p) = l.

4

1

q=1(010110,0,0,..); d(x,q) = z

r = (0, 1,0,1,0,0,0,0, ), d(x, r) = %

Todas estas sucesiones estan en la bola, es claro que cualquier sucesion cuyos primeros tres

elementos sean iguales a los de x estan en la bola. Esto es:
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B%(x) ={y € {0,1}/x; = y1, %, = y5,x3 = ¥3}

Ahora, otro ejemplo:

Sea la sucesion z = (0,1,0,1,0,1, ...) de {0,1}N.
_ N 1
LaBi(2) = {y € (0.1}"V/d(z.) < 3}
2

Para que se cumpla la condicion d(z,y) < % el denominador debe ser mayor que 2.

1

p=(0,1,1,psps, ., Pk, - )i d(z,0) =5

1
q=1(0,1,0,0,9s,96, -, Gk, --- ); d(z,q) = -

4

r=1(0,1,0,1,1,76,7, .., 7%, ... ); d(z,7) = %

De lo cual se tiene que

Bi(z) ={y € {0,1}"/x; = 0,x, = 1}
2
En general para cualquier p en ({0,13}V, d) se tendra:
Bu(p) = {y € {0,13"/p1 = y1,02 = ¥2,03 = Y3, -, Pk = Vi }

1.1.4 Bolas cerradas

Ahora se centra el estudio en averiguar qué pasa con las bolas cerradas, nuevamente se hara

., . 1
una exploracion con radios de la forma e

Toémese como definicion de bola cerrada: Bi[x] = {y € {0,1}N/d(x,y) < %}
k



Ahora hagase la bola cerrada centradaenp = (1,0,1,1,1,1,1,1,...) y con radio g esto es:

Bilp] = {y € (0.}"/d(p,y) < 3}

Véase que para que una sucesion esté en la bola, solo se necesita que su distancia con p sea

. 1 . . . - .
menor o igual a S por ejemplo, las siguientes sucesiones estan en la bola:

Siy=(1,0,0,0,0,0,0,0, ...) entonces d(y,p) = =.

3

Siy=(1,0,1,0,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = .

4

Siy=(1,0,1,1,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = %

Es decir, para que una sucesion esté en la bola cerrada es suficiente con que comparta los

primeros dos elementos con p. B:[p] = {y € {0,1}N/y, = p; Ay, = p,}.

3

En general se tiene B%[p] ={y € {0,13N/y; = D1, ¥2 = D2, Y3 = D3, -, Vi1 = Dr-1}-

Un hecho, hasta el momento curioso, es la posibilidad de hacer la siguiente igualacion:

20

Bi[p] = B 1 (p), siempre que k > 1. Pues en la bola abierta con radio ﬁ se fijan las primeras
k k-1 -

.. .y, . .1
k — 1 posiciones de la sucesion centro, lo mismo que en la bola cerrada con radio .

Ahora obsérvese qué pasa con la bola B;[p], tomese, como ejemplo, p =

(0,0,0,1,1,1,1,1,1,1 ...), es claro que toda sucesion y de la bola debe cumplir d(p,y) <
Algunos ejemplos de sucesiones que estan en la bola son:

Siy=(1,0,0,0,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = 1.
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1

Siy=(0,1,1,0,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = >

1

Siy=(0,0,1,1,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = 3

1
7

Siy=(0,0,0,0,1,0,0,0,...) entonces d(y,p) =
En este caso, cualquier sucesion que difiera de p en la primera posicion estara en la bola, ademas

estard cualquier sucesion que difiera en alguna posicién con p, ya que% < 1 paratodo k > 1. De
lo dicho se puede concluir que cualquier sucesion diferente de p estara en la bola, y p también esta
en la bola, pues se sabe que d(p,p) = 0 < 1, asi, se concluye que cualquier sucesion estara en
B, [p], por lo que B, [p] = {0, 1}N para todo p.
1.1.5 Bolas equivalentes

La métrica de Baire solo define distancias de la forma % donde k es un nimero natural, pero ya
se tiene que el radio de una bola puede ser cualquier nimero real &, en este apartado se muestra
que para cualquier nimero real es posible encontrar una bola con un radio de la forma % que sea

equivalente.

Por ejemplo, tomese € = %y z=(0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,...).
N 2
Sea Ba(2) = {y € (01}"/d(z,y) <7}
3
Para que se cumpla la condicion d(z,y) = % < g el denominador debe ser mayor o igual que

1
P =(0,0,p3, P4, Pro - )i d(z,p) =5

1
q=1(0,11,949s -, qk - ); d(z,q) = +
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T = (0; 1; 0; 0; rs;r6, --.,rk, e ); d(Z’T') = i.

De lo cual se tiene que Bz(z) = {y € {0,1}N/x; = 0} = Bi[z] = B,(2).
3 2

Otro ejemplo, sisetomae = 4yp =(0,1,1,1,0,1,1,1,1, 1, ...), ahora sea B,(p) =

{y e {0,13N/d(p,y) < 4}.

Setieneque d(p,y) = % < 4 se cumple para todo valor de k, ya que el mayor valor que puede

tomar una distancia con la métrica de Baire es 1, Asi que es suficiente con que d(p,y) <1< 4

para que una sucesion esté en la bola, luego B, (p) = B,[p] = {0, 1}N.

. f , 1
Ahora, en los dos ejemplos anteriores se tenia que dado un & que no es de la forma oy se

encontrd una bola (cerrada o abierta) equivalente con un radio que si es de esta forma; el hecho de
poder igualar bolas abierta y cerradas parece bastante contrario a la intuicién en un primer
momento, pero mas adelante en el presente trabajo se ahondara en este hecho y se demostrara que

toda bola cerrada es un conjunto abierto y que toda bola abierta es un conjunto cerrado.

En caso de que € > 1 se ve que el nimero mas cercano de la forma % menor que € es 1, por lo
que B¢ (x) = By[x] = {0, 1}".

En el caso de que 0 < € < 1, se tiene entonces que é > 1. Lo que se busca es el nimero de la
forma % mas préximo a e que ademas cumpla% < &, 01lo que es lo mismo, k > i se ve que basta

1 . - 1 s -
con tomar k = H;ﬂ, es decir, aproximar por exceso a ! asl, sl 0 < & < 1 entonces:

B:(x)=Bi1[x]=B 1 (x)

H
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Por lo expuesto en este apartado, de ahora en adelante se tomaran como radios de las bolas
p 1 . . . . , .
numeros de la forma —en los ejemplos y demostraciones, pues cualquier radio serd equivalente a

un namero de este tipo, claro, sin haber demostrado ain que toda bola cerrada es un conjunto

abierto.
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2 Larelacion entre {0, 1} y [0, 1], conceptualizacion de una representacion en el plano
Como ya lo habra notado el lector, el conjunto de interés de este trabajo es {0, 1}V, es decir, el
conjunto de las sucesiones de ceros y unos, sin embargo, por la naturaleza del conjunto, que esta
formado por elementos que son infinitos resulta un poco compleja su visualizacion, por esta razon,
en este apartado se aprovechara una curiosa relacion que existe entre el conjunto de interés y [0,1],
para conceptualizar una representacion grafica que permita visualizar mejor los conceptos tratados

hasta ahora y en apartados posteriores.

2.1.1 Interpretacion de {0, 1}N como un conjunto de ndmeros
Inicialmente se presenta una exploracién que permita entender la relacion que existe entre el

conjunto de interés y el intervalo cerrado cero uno, véase lo siguiente:

Si se tiene la sucesion (0,1,0,1,0,1,...) € {0,1}N se puede pensar en asociarle el nimero

(0,01010101010101 ...), que, a su vez, es lo mismo que escribir:
0#27 1 +1%272 4023+ 1274+ = 152724127+ 1%270 4.4 1 %2720

Ahora se escribe este nlmero como una serie y se averigua a qué valor en base diez

corresponde:
iZ—Zn_ii—i(E)n_ i(_)n —1= _1—f_1—1
S La2en T Loy T 4 I 3
n=1 n=1 n=1 n=0 -2

De forma general, a toda sucesion de {0,1}" se le puede asociar un nimero entre 0y 1 en base

dos, esto es:

A cada x € {0,1}N, x = (x4, X3, ..., Xp,, ... ) le corresponde el niimero 0, x; x,x,, ...; quUe, escrito

como serie, en base diez es:
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o 1\"
Y1 Xn (5) ,conx; € {0,1}.

Sin embargo, hay algunas ambigtiedades que se deben tratar, pues puede ocurrir que haya dos
sucesiones con el mismo nimero asociado, por lo que, si se quiere tener una buena representacion
del conjunto en el plano, serd necesario caracterizar las sucesiones problematicas e idear una forma

de diferenciarlas.

2.1.2 Representacion doble de algunas sucesiones
Sea una sucesion de {0,13N tal que x = (xy x2,%3,...,%, = 1,1,1,1,1,1,...), es decir, una
sucesion que empieza a ser de Gnicamente unos a partir de algun x;; es posible asociarle a esta

parte de la sucesion el nimero:

-1 1
Z 2n 2k
n=k
Por ejemplo, a la sucesion (0,0,0,1,1,1,1,1,1, ... ) le corresponde en nimero 2% = %

A la sucesiéon (0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,...) le corresponde 219 = $ mas los numeros

. .. . 1 1 , 1
asociados a las posiciones donde hay unos, es decir: 7Y luego le corresponde el nimero 07T

1 _ 81

23 ' 25 512"

El hecho que se menciona provoca que se pueda asociar el mismo nimero a dos sucesiones,

asi:
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Ejemplo 1

1 1 3
5+ 56 = o, Pero al segundo

A la sucesion (0,0,0,0,1,1,0,0,0...) se le asocia la suma =

sumado se  puede  obtener  con la serie asociada a la  sucesion
(0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,...), basdndose en la observacion anterior. ElI primer término le

corresponde a la sucesion (0,0,0,0,1,0,0,0,...); Si se unen estas dos sucesiones en una sola

queda: (0,0,0,0,1,0,1,1,1,1,...) cuyo numero asociado es el mismo %
Ejemplo 2

R , . 1
Lo mismo pasa con (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0, ...) cuyo nimero asociado es — que se puede

escribir como: (0,0,0,0,1,1,1,1,1, ...).
Ejemplo 3

Otro ejemplo de este hecho es la sucesion (0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,...) cuyo nimero asociado
1 1 1 1 15 - .

es < + - + — + — = —; el primer sumando es el asociado a (0,0,1,0,0,...), el segundo es el
2 2 2 2 64

asociadoa (0,0,0,1,0,0, ...), el del siguiente asociado a (0,0, 0,0, 1,0, ...), Yy, por ultimo, usando
el hecho anteriormente mencionado el ultimo sumando se puede escribir como

(0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1, ...). Ahora, acorde con los casos ilustrados anteriormente, al generalizar

se encuentra la sucesion (0,0,1,1,1,0,1,1,1, 1, ...) a la cual le corresponde el mismo z—i
Ejemplo 4

Si se aplica este razonamiento a (0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0, ...), cuyo numero asociado es Zig +

1 1 21 .
st =5 las sucesiones que les corresponden a los sumandos son (0,0,1,0,0,0,...),
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(0,0,0,0,1,0,0,0 ...) y por lo mencionado anteriormente (0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,...). Si

ahora se unen estas sucesiones en una sola se tendré (0,0,1,0,1,0,0,1,1,1, 1, ...) cuyo nimero
. ., 21
asociado también es —.
128

En general, para cualquier sucesion con finitos unos se tiene una suma de nameros de la forma

1 1 1 1 2k Pyok-d4pk-s4..4q
2P 24 28 2k 2k

, donde p < g <s < -+ <k; dicho de otro modo,

- T - . s s ay
numeros de la forma ~% CON rimpar menor que el denominador. Fijandose en el dltimo sumando

se encuentra que se puede escribir como una serie infinita de la forma:

Luego, este sumando se puede escribir también como x = (0,0,0, ...,x, = 1,0,0,0, ...)
Y también como (0,0,0,0, ...,x, =0,1,1,1,1, 1, ...).
El conjunto de los nimeros con doble representacion es:

k=p4ok—q k-5 .11
S={m€@:m=2 *2 ;1;2 ++,conp<q<s<~--<k}={m6(@:m=

T

T donde r es un ndmero natural impar menor que 2% }

A continuacion, se presenta un desarrollo de las ideas anteriormente expuestas que se espera le
sirva al lector para convencerse de la caracterizacion que se hizo de las sucesiones

“problematicas”.

2.1.3 El conjunto con doble representacion
Un argumento para el hecho de que algunas sucesiones tengan doble representacion es el que

presentan Bartle y Sherbert (2001); los autores parten de la definicion de intervalo anidado:
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Una sucesion de intervalos I,,, con n € N, se llama sucesion de intervalos anidados si:
11 2 12 2 13 2 2 ITl 2 ITl+1

Lo siguiente que se plantea, es una forma de asignarle una sucesion de ceros y uno a cada

namero en el intervalo [0, 1]; para ello, lo primero es tomar x € [0, 1], luego se biseca el intervalo
1 1 . . 1 . 1 .

[0,1] en [0, E] y [E’ 1]. Ahora se conviene tomara, = 0six € [0,5] oa; =1slx € [O'E]’ Slx =

1 . -y
5 se puede tomar cualquiera de los dos valores, pues, en todos los casos, se cumplira:

a; a;

Ll < —=
> <x< 2+

N =

. . ;L - . 1 . .
Lo siguiente sera bisecar el intervalo [%% + 5], nuevamente, si x queda en el intervalo de la

. . . . . 1 3
izquierda se asigna a, = 0, si queda a la derecha a, = 1. Si x = J0x=-se puede tomar o

cero o0 uno, pues cualquiera sea el caso se va a cumplir que:

a, a, a, a, 1
R g R i
2 TS TR Ty

De esta forma, se le asigna al enésimo paso a,, = 0 si x esta en el intervalo de la izquierda o
a, = 1 si x esta a la derecha. De esta forma se va a obtener una sucesion a,, a,, as, ..., an, ...

intervalos anidados cuya interseccion sera precisamente x. Asi, para cada n se cumple:

Si x resulta ser el punto de biseccion entonces sera de la forma zﬂn con m impar. Siendo asi, se

puede escoger a, = 0 0 a, = 1; pero, ya hecha la eleccion, se determinan todos los demas

subintervalos del proceso de biseccion. Por ejemplo, si se eligio el subintervalo izquierdo, es decir,
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se tomé a,, = 0, entonces X es el punto terminal derecho de los subintervalos siguientes, luego,

a, = 1 paratodo k > n. Por otra parte, si se elige a,, = 1, entonces, a;, = 0 para todo k > n.
Por ejemplo, si x = % las dos representaciones posibles para x son: (1,0,0,0,0,..) y

0,1,1,1,1,1, ...)

Concluyen los autores: si x € [0, 1] entonces existe una sucesion a,, a,, as, ..., a,, ... tal que
_ “ s ;s = d d I m -
x = (0,a,a,aza, ... ),, esta representacion es Unica excepto cuando x es de la o ¢on m impar,

en este caso las dos representaciones posibles son:

x=(0,a;a,..a,-41000...), yx = (0,a;a; ...a,_10111 ...),. Una terminada en ceros y la

otra en unos.

Hasta ahora, se ha descrito una forma de representar las sucesiones del conjunto {0,1}N en el
plano, también se han identificado las sucesiones que presentan problemas al asociarles un nimero
del intervalo [0, 1]; partiendo de estas ideas, en el siguiente apartado se conceptualizara una buena
representacion para nuestro conjunto, y se haran todos los convenios necesarios para que no haya

ambigledad en la misma.

2.1.4 Interpretacion de las bolas utilizando la operacién suma disyunta
Se comenzara la conceptualizacion de la representaciéon mostrando como queda una bola al

graficarla en el plano, valiéndose de la relacion entre {0,1}N y [0, 1] expuesta anteriormente.
Teniendo en cuenta que la definicion de bola es: Bi(x) = {y € {0,1}N/x; = y;, x, =
k
Y2,X3 = Y3, e, X = Vg }

7 « s . 1
Tomese como centro la sucesion x = (0,1,0,1,0,1, ...) y como radio .
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La bola, como ya se vio queda:

B%(x) ={y € {0,1}/x; = y1,%, = y5,x3 = ¥3}

Es decir, toda sucesion con los primeros tres elementos iguales a los de x esté en la bola. Con
esta informacion se puede hallar la sucesion con el nimero asociado mas pequefio que hace parte
de la bola, que es la que tiene los tres primeros elementos de x y el resto ceros, de igual forma se
puede encontrar la sucesion con el nimero asociado mas grande que estara en la bola, fijando los
tres elementos y tomando el resto como unos. Ahora, si se hallan los niUmeros asociados a estas

dos sucesiones se encontraran los extremos del primer intervalo de la bola, de la siguiente forma:

En este caso la sucesion mas pequefia es (0,1,0,0,0,0,0,0, ...) y su nimero asociado es el

(0,010000000 ...), que en base diez esta dado por:
1 1 1 1 1 1 1
02—1+ 12—2+02—3+02—4+02—5+"'+02—n—z

Por otro lado, la sucesion mas grande es (0, 1,0, 1, 1,1, 1, 1, ...) y su ndmero asociado

(0,0101111111111 ...),, es decir:

1

El nimero z = (0,10101, ...), Yy en base 10 se tendra que 211 + 2% + 2—15 + o

" k 2i i 1 1
S-S O-5H 0--1-

co
i= i=0 ~a
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. . , . 1 3
Luego, a primera vista, se podra representar esta bola como el intervalo [Z'E]'

Sin embargo, es claro que este intervalo no representa completamente la bola. Recuérdese que

, 2k—Pyok=a k=S4 41 .
los nimeros de la forma Y con p<q<s<--<k, tienen doble

representacion, y cada una de ellas corresponde a una sucesion distinta del conjunto, por esta razén
es necesario hacer algunos convenios para representar correctamente el conjunto, de la siguiente

forma:

Graéfico 1. Convenio para la representacion grafica

En el segmento de abajo estaran los nimeros asociados a todas las sucesiones de ceros y unos
con representacion Unica, ademas de los numeros asociados a las sucesiones de la forma
(%1, %5, %3, ...,%,,1,1,1,1,1, ... ), mientras que los puntos rojos de arriba representaran los
numeros asociados a las sucesiones de finitos unos, es decir, las sucesiones de la forma
(%1, %x5,%3,...,x, =1,0,0,0,0,0, ... ). Si se asume que el segmento negro esta sobre el eje X se
tendréd entonces que sus puntos estan dados por coordenadas de la forma (a, 0) donde a es el
numero asociado a una sucesion con Unica representacion, o el nimero asociado a una sucesion
que se vuelve solo de unos en algin punto. Mientras que los puntos rojos son de la forma (b, 1)

donde b es el nimero asociado a alguna sucesion con finitos unos.
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La representacion finita del uno en base dos es precisamente 1, pero esta no corresponde a
ninguna sucesién del conjunto de interés, mientras que la representacion infinita que es
(0,11111111 ...), le corresponde a la sucesion (1,1,1,1,1,1, 1, ...), y como esta es una sucesion
de infinitos unos, estara ubicada en el segmento negro. El cero esta en la recta de abajo debido a

que su representacion es Unica, pues la sucesion que le corresponde es (0,0,0,0,0,0, ...).
Algunos ejemplos de coémo quedan ubicados algunos nimeros asociados a sucesiones son: el

P . ., 11 . .
numero asociado a la sucesion (0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,...) es o Pero este mismo numero le

corresponde a la sucesién (0,1,0,1,0,0,1,1,1,1,...), como se dijo, la primera sucesion se

graficara en el segmento punteado de arriba, mientras que la segunda en el segmento negro, asi:

1112

Grafico 2.Ejemplo, representacion de %

Ahora, partiendo de un numero con doble representacion se hallaran sus sucesiones

1

> las sucesiones que le
2

. . . 1 1 1 4227
correspondientes. Por ejemplo, al nimero = + Ztomtom =

213 ' 214~ 16384’

corresponden son.

(0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,...) y (0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,1, ...),
que quedan representadas, la primera en el segmento de arriba y la segunda en el de abajo, como

se muestra a continuacion:

1
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0 422716384

4227

Grafico 3. Ejemplo, representacion de e384

De acuerdo con lo anterior, se presentan algunos ejemplos de bolas completamente

representadas en el plano.

Ejemplo 1

A continuacion, se representa la B%(p) = {y € {0,1N:d(x,y) < i} conp =
(1,1,1,0,0,0,1,1,1, ...)

Dado que algunos de los elementos de B%(p) tienen doble representacion se tendré la

siguiente gréafica:

Gréfico 4. Ejemplo, Bi(p) conp = (1,1,1,0,0,0,1,1,1, ...)
4

Se ve que la sucesion (1,1,1,0,0,0,0,0,0,0, ...) hace parte de la bola, y su nimero asociado
7 - f . ., . g .
esel & por lo que se grafica en la parte de arriba, mientras que la representacion con infinitos unos

(1,1,0,1,1,1,1,1,1,...) queda abajo pero sin ser incluida, pues la distancia entre esta y la



34

sucesion centro es % Ahora, la sucesion (1,1,1,0,1,1,1,1,1,1, ...) hace parte de la bola, pero

como es una representacion de infinitos unos de E queda abajo, mientras que la representacion
con finitos unos que es (1,1,1,1,0,0,0,0,0,0, ...) queda arriba, pero no en la bola, pues su
distancia con p es i. Como pasa en este ejemplo, toda bola tendra en sus extremos ndmeros con
doble representacion.

Como se menciono al principio de esta seccion, para escribir de forma algebraica la situacion
expuesta se usard la operacion suma disyunta. Ya se vio que en el segmento de abajo quedan

. . , . 7 15 - . ,
incluidos los numeros en el intervalo (E’E] mientras que en el de arriba quedan los nimeros de

2k—Pyok=qypk=sy...4q . 7 15 , -
la forma Y conp < q < s < - < kqueestan entre [5,1—6). Pero ¢como escribir

este segundo conjunto de una forma algebraica?

‘ - , . 7 1 1 1
Obseérvese que el primer numero de la forma mencionada en la bola es =3t EtTE=

224241
23

, pues se sabe que en la bola se fijan las primeras cuatro posiciones (1, 1, 1, 0), por esta
) . - 1 .
razon cualquier nimero de esta forma que tenga estos tres sumandos y no tenga al s estaraen la

. . .. 15
bola. Este hecho se tiene debido a que todas estas sumas finitas van a ser menores que — pues

15,

o luego los numeros de esta forma que estard en la bola es

1,1 1 o 1
PRETRET RPN A
{x € Q:x =§+l+i+ +2—15,4 <l<m<--< s.}, sin embargo, al definir el conjunto de

2t © gm

. . . 7 . -, ,
esta forma no queda incluido el primer elemento, & por ello, se agrega por medio de la union, asi:

{xeﬂ%:x=§+%+2im+---+2—15,4< l<m<---<s.}u{§}.

La bola completa utilizando la suma disyunta queda:
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(gi—z x{O}U({xEQ:x=§+%+2im+---+%,4< l<m<---<s.}U{£})x{1}.

Ejemplo 2
Toémese ahorax = (0,1,0,1,1,1,1,1,1,1 ...) y hagase Bi(x). Como ya se ha dicho, cualquier
7
elemento que esté en la bola debe coincidir con los primeros 7 elementos de x. Las sucesiones que

definen los extremos de la bola son entonces (0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,...) VY

p . . 47 .
(0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, ...), el numero asociado a la primera es s Y el asociado a la segunda
3 . . . . -7
es = Como ya se vio anteriormente ambas sucesiones tienen doble representacion, pues a

(0,10,1,1,1,0,1,1,1,1,..) también le corresponde el numero % y a

(0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,...) le corresponde Z. Sin embargo, ninguna de estas dos sucesiones
queda dentro de la bola pues la distancia de (0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,...) ax es % y la distancia

de (0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,...) a x €s §

Para la representacion algebraica se centra la atencién en la consecuencia de haber fijado los

primeros siete elementos de la sucesion centro, al hallar el nimero asociado a cada sucesion de la

1 1 1 1 1 47
bola, estas deben tener los sumandos — + — + = + — + — = — y no deben tener los sumandos
22 24 25 " 26 27 128

. .. 1
y % entonces cualquier suma finita de la forma — + il t— b, 7< l<m< <5
2 2 128 2 2m

2s’

serd la segunda representacion de un elemento de la bola, la representacion de finitos unos,
. . . 47
nuevamente se ve que al definir de esta forma el conjunto no se incluye al o' PO lo que este se

uniréd. El conjunto que se representara en el segmento rojo de arriba es:

{XEQ:x=£+%+L+...+i’7< l<m<---<s.}u{ﬂ}_
128 ' 2l ' 2m 7 s
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. . 47 3 .z
Este conjunto y el intervalo (E’E] forman una representacion completa de los elementos de

labolaB1((0,1,0,1,1,1,1,1,1,1 ...)), tanto de las sucesiones con representacion Unica, como la
7

segunda representacion de las deméas. La representacion grafica y algebraica, usando la suma

disyunta, se muestran a continuacion.

47 3 47 1 1 1 47
(E,g] X{O}U({x € Q.X —E+;+2—m+'"+;,7 < l<m< <S'}U{E}) X{l}
.................................................................... DS m e s m s e R A A RS A R A A e R RS R A A A R R A R R AR AR AR RE A RRARIRE RS RaRE
0 471128 3/8 1
471128 308
Grafico 5. Ejemplo, Bi(x) conx = (0,1,0,1,1,1,1,1,1,1 ...)
7
Ejemplo 3

Ahora se puede explorar con la siguiente sucesion, s = (0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,...), y

.1 , . . .
tomar como radio S para hacer Bi(s). De forma anéloga a los ejemplos anteriores es posible hallar
3

los extremos de la bola, que son 0 y % correspondientes a las sucesiones (0,0,0,0,0,..) y
(0,0,0,1,1,1,1,...) respectivamente. Como ha pasado anteriormente, se encuentra una segunda

-, . 1 -7 ,
sucesion asociada a S auees (0,0,1,0,0,0,...), nuevamente, esta sucesion no esta en la bola, pues
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la distanciaentre sy (0,0,1,0,0,0, ...) es é sin embargo, no hay otra sucesion asociada a 0, pues

este numero solo tiene una representacion como sucesion, que es la presentada, por esta razon,
siempre que una bola tenga a la sucesion (0,0,0,0,0, ...) se tendrd que tener en cuenta que en

primer lugar el cero, como ya se mostrd, se representa en el segmento de abajo, por lo que en vez
. 1 , 1 .
de tomarse el intervalo (0, g]’ se tomara [0, 5]. Por otro lado, para hallar los nimeros con doble

-, . 1 1 1 -,
sucesion asociada, basta con que no tengan los sumandos 532 Y 75 Pues en la sucesion centro se

.. . . , 1 1
fijan los primeros tres elementos (0,0, 0), luego, cualquier nimero de la forma FTomt

m

1 . . . . . ,
t5.3<l<m< - <sestaen el conjunto, no es necesario unirle el cero pues ya se incluyo su

Unica representacion en el intervalo del segmento negro. Las representaciones de esta bola quedan

asi:

1 11 1
[O,g]x{O}U{xEQ:x=?+2—m+---+§,3< z<m<---<s.}x{1}

3

Grafico 6. Bi(s) cons = (0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1, ...)
3

Ahora se empezaran a explorar algunas cuestiones basicas del espacio y a utilizar la
representacion para visualizarlas de mejor manera, también es natural buscar algunos conjuntos

abiertos no triviales y ahondar en el estudio de las relaciones existentes entre las bolas abiertas y
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cerradas, que parecen ser bastante especiales de acuerdo con lo visto en apartados anteriores,

precisamente estas cuestiones son las que se tratan en la siguiente seccion del documento.
Ejemplo 4

Ahora se grafican bolas cerradas y por lo expuesto en apartados anteriores, se intuye que la
representacion grafica se hace de forma andloga a como se hace con bolas abiertas, pues recuérdese
que es posible encontrar bolas abiertas equivalentes para cualquier 0 < € < 1, haciendo:

B.(x) =B1[x] =B _1 (x). Sin embargo, hay una bola cerrada que resulta bastante especial,

Hl [l

que es la de radio uno, pues, como ya se mostro, esta bola resulta ser todo el conjunto.

También se mostro que esta bola es equivalente a cualquier bola abierta con radio mayor que
uno, esto es: si € > 1 entonces B, (x) = B, [x]. Por este motivo las representaciones de todas

estas bolas son:

Gréfico 7. Ejemplo, B.(x) cone > 1

1 1 1
[0,1]X{O}U{xe@:x=?+2—m+---+§,0< l<m<---<s.}x{1}
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3 Abiertos, cerrados y las bolas en ({0, 1}V, d)

3.1.1 Ejemplos de abiertos no bésicos

Hasta el momento, se han dado algunos ejemplos de bolas abiertas, que resultan también ser
ejemplos de abiertos, pues en un espacio métrico toda bola abierta es un conjunto abierto; sin
embargo, el paso natural es explorar algunos otros ejemplos de abiertos no triviales, para ello, en
este apartado se explora la opcion de hacer reuniones de bolas abiertas, variando el radio con un

centro fijo para observar los conjuntos que aparecen.

3.1.1.1 Primer abierto no basico
Tomando la sucesionp = (1,1,1,0,1,0,1,0,1,0, 1, ...) se puede pensar en uniones de

abiertos variando el radio y fijando el centro en p.

OB%(I?)
n=1

Ejemplo 1

Si se toma como radio 1 la bola que resulta es:

Bi(p) = {y € {0,1}":d(p,y) <1} = {y € {0,1}":y, = 1}.
La sucesion mas “pequetia” que cumple con la condicion es:

(1,0,0,0,0,0, ...)y lamas “grande” (1, 1, 1, 1, ...) cuyos nimeros asociados son %y 1

respectivamente. Las representaciones de la bola son:

(%,1]x{O}u({xe@:x=§+;+2im+---+2—1s,1< l<m<---<s.}u{5})x{1}.
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0 112

Gréfico 8. Ejemplo, B4(p) conp =(1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)

Ahora se tomara como radio § luego se tiene:
Bi(p) = {y € {0,1}":d(p,y) < é} ={y € {0.1}":y; = 1y, = 1,3 = 1}. De forma
3
analoga hallamos sus representaciones correspondientes.

(g,l]X{O}U({xEQ:x=§+%+2im+---+%,3< z<m<---<s.}u{§})x{1}.

a /8

Grafico 9. Ejemplo, Ba(p) conp=(1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
3

Si se hace con radio% la bolaes Bi (p) = {y € {0,1}N:d(p,y) < %} ={ye{0,1}N:y, =
5

1,y,=1,y3 =1,y, = 0,ys = 1}, y sus representaciones:

29 15

(— —]x{o}u({xEQ:x=g+%+zim+---+2—1s,5< l<m<---<s.}U{£})x{1}.

32’ 16
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° 29/32 1516 1

Grafico 10. Ejemplo, Bi(p) conp =(1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
5

Ya no llega hasta uno, debido a que en la cuarta posicion hay un cero.

Todas estas bolas estan contenidas en la de radio uno, que serd la bola més “grande” que se

obtendrd, luego:

Ui Bi(p) =B,(0) = (5. 1 x (0}u ({re =242+ 4+, 1< I<m<

2 2t om
< s.} U {%}) x {1}

Ejemplo 2

Ahora se hace lo mismo tomando como centrogq = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
Constriyase B;(q) = {y € {0,1}N:d(p,y) < 1} = {y € {0,1}N:y, = 1}.
Nuevamente, la sucesion mas “pequefia” que cumple con la condicion es:

(1,0,0,0,0,0, ...)y lamas “grande” (1, 1, 1, 1, ...) por 10 que los extremos de los intervalos

son %y 1, y la bola queda:

0 142

Gréfico 11.Ejemplo, B4(q) conq =(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
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(%,1]x{O}u({xeQ:x=%+%+2im+---+%,1< l<m<---<s.}U{%})x{1}.

. . 1 .
Si se toma ahora un radio de " algebraicamente la bola resultante es:

Crlxmu({re@r=2+1++-+La<i<m<-<sfufd)x

olg 111186

Grafico 12. Ejemplo, Bi(q) conq = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
4

Con radio % el conjunto queda:

(%,g]x{O}u({er:x=%+%+2im+---+%,6< l<m<~~<s.}U{%})x{1}.

21132 43/64

Graéfico 13. Ejemplo, Bi(q) conq = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ...)
6

Todos estos intervalos estan contenidos en el de la bola con radio 1.

En los ejemplos anteriores se pudo obtener el 1 al final del intervalo debido a que las sucesiones
que se tomaron como centro, es decir, p=(1,1,1,0,1,0,1,0,1, 0,1,...) y gq=

(1,0,1,0,1,0,1,0,1, 0,1, ...) comienzan en 1, pues al formar B;(p) y B,(q) la sucesion mas
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grande que se puede obteneres (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, ...) cuyo numero asociado es precisamente 1, y

, ~ . 1
la mas pequefaes (1,0,0,0,0,0, ... ) que corresponde al nimero >

En general, si se tiene una sucesion p = (1,p,, p3, ..., Pns1) € {0,13N, entonces:

U, Bi(p) = B, (p) =(%,1]X{O}U({xeQ:x=1+l+i+---+%,1 <l<m<

2 2l 2m
--<s.}u{§})x{1}.

3.1.1.2 Segundo abierto no basico
Ahora se puede tomar como centro una sucesion que empiece con cero, por ejemplo p =

(0,0,0,1,0,1,0,1,...) y hacer Uy-; Bi(p).

Si se toma como radio 1 tenemos entonces: B;(p) = {y € {0,1}N/d(p,y) <1} ={y €
{0,1}N/y, = 0}. Razonando de forma analoga, la sucesion mas pequefia de la bola es (0, 0, 0, 0,

0, ...) que tiene como nUmero asociado al cero, y la mas grande (0, 1, 1, 1, 1, ...) que tiene como

, . 1
numero asociado al > luego la bola es:

[O,%]X{O}U({xeQ:x=%+2im+---+2—1s,1< z<m<---<s.})x{1}.

0 112

Gréfico 14. Ejemplo, B;(p) conp = (0,0,0,1,0,1,0,1, ...)

. 1 .
Si se prueba con L como radio, la bola resultante es:
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[0,%]X{O}U({xEQ:x=%+2im+---+%,3< l<m<---<s.})x{1}.

Grafico 15. Ejemplo, Bi(p) conp = (0,0,0,1,0,1,0,1, ...)
4
Con un radio de % se tendra:
( 5 11

5 1 1 1 5
a,m X{O}U({XEQ.X—a+?+2—m+"'+§,7< l<m<"'<S.}U{a})X{1}

0 5064 11/128

Grafico 16. Ejemplo, B1(p) conp = (0,0,0,1,0,1,0,1, ...)
7

Luego, nuevamente todas estas bolas estan contenidas en la bola con radio 1.

Si se tiene una sucesion p = (0, Py, P3, -, Pns1) € {0,1}V, entonces:

©_ Bi(p) = B,(p) = [0,%] x{o}u{xe Qr=g+om+mts,1<i<m< <

s} {1,
En apartados anteriores, se pudo observar que es posible encontrar bolas abiertas y cerradas que

son equivalentes, hecho que resulta bastante contrario a la intuicidn, en la siguiente seccion se va

a explorar més a fondo esta caracteristica.
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3.1.2 Cualquier punto de una bola puede ser su centro

Antes de explorar la relacion que existe entre las bolas, hay otra caracteristica que también
resulta extrafia. Se vio que al hacer una bola de radio k, se fijan los primeros k elementos de la
sucesion centro, es decir, todos los elementos de la bola comparten los primeros k elementos, por
lo que el centro de la bola resulta indistinguible de las demas sucesiones. Un ejemplo de este hecho

€es:

Si se toma como centro la sucesion x = (0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0, ...), y se define la bola

B%(x) ={ye{0,1}N/y; =0,y, =1,y =1,y, = 1,y = 0 }. Sea una sucesion de la bola, por
ejemplo p = (0,1,1,1,0,1,1,1,1,...), Se ve que si hacemos B%(p) se fijan los primeros 5
elementos de p, es decir, B%(x) = B%(p). Es claro en el ejemplo que cualquier punto de la bola
puede ser tomado como centro sin modificarla.

Demostracién para bolas abiertas

Sea Bi(x), se demostrara que si p € Bi(x) entonces Bi(x) = Bi(p).
k k k k

Se inicia probando que Bi(x) € Bi(p). Sea s € Bi(x), si se hace d(s,x) = % d(p,x) = %y
k k k

por el teorema 3 y por el teorema 2 d(s,p) < = Max {%%} = Max{d(s,x), d(p,x)},

1
Min{h,i}

ademas como d(x,s) < % yd(p,x) < % se puede concluir d(s,p) < Max{d(s,x), d(p,x)} <

%, asi, s € Bi(p). De forma anéaloga se demuestra que B1(p) S Bi(x), luego Bi(x) = Bi(p).
k k k k k
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Demostracién para bolas cerradas

Para demostrar que si p € B%[x] entonces B%[x] = B%[p], basta con observar que en la
demostracion anterior se tendra de d(x,s) S% y d(s,x) S%, que d(s,p) < Max{d(s,x),
d(p,x)} < % luegos € B%[p] y la demostracion contraria también es analoga. Por lo que B%[x] =

Bi[p].

k
Ya se vio que es posible igualar algunas bolas abiertas con bolas cerradas, pues se tiene que en
un espacio métrico toda bola abierta es un conjunto abierto, y toda bola cerrada es un conjunto
cerrado, por lo que, la exploracién que se hizo en un apartado anterior esta sugiriendo que las bolas
abiertas son también bolas cerradas, y, en consecuencia, conjuntos cerrados, ademas que las bolas
cerradas son también bolas abiertas y conjuntos abiertos y es justamente a explorar esta

caracteristica tan particular a lo que se dedica la siguiente parte del trabajo.

3.1.3 Una bola abierta es un conjunto cerrado
Seap =(1,1,0,1,0,0,1,1,1,...); sea la bola abierta B:(p) = {y € {0,1}N/d(p,y) < i}
4

como ya se ha hecho, la bola queda:

(B0 u(fream=2 bk ko< t<me<s]u{Z)xm)

0 13116 758

Gréfico 17. B1(p) conp = (1,1,0,1,0,0,1,1,1, ...)
4
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Se sabe que un conjunto es cerrado si su complemento es abierto, el complemento de esta bola

es (Bi(p))¢ = {y € {0,1N:d(p,y) = %} Se puede ver que en este conjunto estan todas las
4

. . . . 11 1 . . .
sucesiones cuyas distancias a p son iguales a 1, -, -y —. En términos de conjuntos esto queda:

{y e{0,13":d(p,y) 2 i} ={ye{oN:d(p,y) = 13U {y € {0,1N:d(p,y) = %} U

1

yetondmy) =3Ju{yetodmy =3}

Ahora se hallan los conjuntos asociados, en el conjunto {y € {0,1}N/d(p, y) = 1} estén todas
las sucesiones que empiecen por cero, pues para estar en el conjunto deben ser diferentes a p en la

primera posicion, luego, como ya se vio, el conjunto queda:

1

05 xu({re@r=2++S+-+%,

1< l<m<---<s.})x{1}.

1

Las sucesiones de {y € {0,1}N/d(p,y) = E} deben empezar en uno y tener un cero en la

segunda posicién (1, 0, ...), pues son las que compartan el primer elemento con p y que sean

diferentes en el segundo, luego el conjunto asociado es:

(%%] X{O}U({xe@:x=%+%+2im+"-+%,2< l<m<~--<s.}U{%})x{1}.

Para {y € {0,1}N/d(p,y) = %} las sucesiones del conjunto deben coincidir en los primeros dos

elementos y cambiar en el tercero con respecto a p, es decir, son de la forma (1,1, 1, ...), por lo

que el conjunto queda:

(é,l]X{O}U({xEQ:x=§+%+2im+---+2—15,3< z<m<---<s.}u{§})x{1}.
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De forma anéloga, para {y € {0,1N/d(p,y) = i} las sucesiones deben tener la forma

(1,1,0,0,...), quedando asi el conjunto asociado:

GE X{O}U({xEQ:x=Z+%+2im+-"+%,4< l<m<---<s.}U{Z})x{1}.

A cotinuacion se muestra la representacion gréafica de estos cuatro conjuntos:

L T L LT T TP P [e] @ @
o & O (o]
0 112 314 13016 118

Grafico 18. (Bi(p))¢ conp =(1,1,0,1,0,0,1,1,1, ...)
4

Lo que se quiere mostrar es que el complemento de la bola abierta Bi1(p) es abierto, para ello
4

se puede ver si este conjunto es vecindad de todos sus puntos.
Tomese un elemento de (Bi(p))¢, por ejemplo x = (1,0,0,0,1,1,0,0,0, ...), Se ve que
4

d(p,x) = % Ahora se debe encontrar una bola tal que x € B.(x) S (B%(p))c.

Seae = %y determinese la B1 (x) = {y € {0,1}V/d(x,y) < g} El conjunto que le
5
corresponde a esta bola es:

(%19—6 x{o}u({xe@:x=§+%+zim+'"+2—1s,3< l<m<"'<5'}u{g})X{1}'

Y este conjunto esta contenido en el complemento de la bola como se muestra a continuacion.

0 17132 916 13M6 T8 1

Gréfico 19. B1 (x) € (Bi(p))°conp = (1,1,0,1,0,0,1,1,1,..) yx = (1,0,0,0,1,1,0,0,0, ...)
5 4
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Ahora se probaracone ==. B

N

(x) = {y € {0,1}N/d(x,y) < %} el conjunto correspondiente

1
7

€s:

(g,f—s]x{O}u({er:x=z—i+%+2im+---+%,7< l<m<---<s.}U{§})X{1}.

Y este conjunto también esta contenido en (B1(p))¢
4

.......................................................................................... .G........................................O s rssananananannnnnnn
L -8 o *
35/63 9/16 1316 T8 1

Grafico 20. B (x) € (Bi(p))conp = (1,1,0,1,0,0,1,1,1,...) y x = (1,0,0,0,1,1,0,0,0, ...)
7 4

Ahora con £ = 1 se repite el proceso, B; (x) = {y € {0,1}N/d(x,y) < 1}, el conjunto que le

corresponde a esta bola es:

(%,1]X{O}U({xEQ:x=%+%+2im+---+2—1s,7< z<m<---<s.}u{§})x{1}.

gue no esta contenido en el complemento de la bola.

[ ]
0]

0 12 1316 78

Graéfico 21. B; (x) & (Bi(p))“conp = (1,1,0,1,0,0,1,1,1,..) y x = (1,0,0,0,1,1,0,0,0, ...)
4



50

Luego con € = § se hace B1 (x) = {y € {0,1}N/d(x,y) < g} asi se tiene el siguiente
3

conjunto:

(Zg] x{O}u({xe@:x=%+%+2im+---+2—ls,3< l<m<---<s.}u{—})x{1}.

0 3/4 1316 78 1

Grafico 22. B1 (x) € (Bi(p))“conp = (1,1,0,1,0,0,1,1,1,..) yx = (1,0,0,0,1,1,0,0,0,...)
3 4

Que también contiene a la bola.

Por ultimo, se va a explorar qué pasa si se toma Bi1 (x) = {y € {0,1}N/d(x,y) < i} en ese
4

caso se obtiene el siguiente conjunto:

13 7 13 1 1 1 13
(R,E]X{O}U({XEQ..X—E-F;-FZ—m-F +;,4<l<m<"'<S.}U{E})X{1}.
....................................................................................................................................................... o
0 13118 18

Graéfico 23. B1 (x) conx = (1,0,0,0,1,1,0,0,0, ...)
4

En este caso el conjunto es la misma bola, pues, como ya se demostrd, todo elemento de una

bola puede ser su centro.
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Este ejemplo parece sugerir que si se toma un & que sea menor que el radio de la bola, siempre
se encontrara un abierto contenido en el complemento de la bola para cualquier punto perteneciente

aél.

Demostracion

Seap € {0,1}N,y B1 (p) = {y € {0,13N/d(p,y) < %} una bola abierta centrada en p; ahora se

k
demostrara que (Bi(p))¢ = {y € {0,1N/d(p,y) = %} es un conjunto abierto.
k
Sea s € (Bi(p))€. Ahora, sea %<% y sea también Bi(s) {y € {0,1}N/d(p,y) < %} , Si se
k r

demuestra que, en general, Bi(s) S (Bi(p))€ se habra escrito el complemento como unién de
r k

conjuntos abiertos, demostrando asi que es abierto.

Sean € BI(S) se sabe entonces que d(n,s) = — < Y d(s,p) = %

arl»—*

Ahora, si se toma Min{m, h}, se tendra entonces, por teorema 3 y teorema 2, que d(n,p) <

1
Min{m,h}

1 1 . 1 1 1 1
= Max{;,;}. Por otro lado, se tiene que —<-<-<— , o que permite concluir que

:‘

d(n,p) <-=d(s,p).

1
h

De forma similar, si se hace d(n,p) = % por la definicion de la métrica se sabe que d(s,p) <

1 1 . 1 1 1
pymny ey Max{ } Max{d(n,p), d(n,s)}, como se tiene que <o se concluye

&
>

d(n,s) < d(s,p) y en consecuencia que d(s,p) < d(n,p). En ultimas, se puede concluir que:

d(s,p) = d(n,p) > 1 Iuegon € (Bl(p))cyBl(S) c (Bl(p))c Demostrando, de esta forma, que

(B1(p))€ es un abierto por lo que B1(p) es un conjunto cerrado.
k k
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3.1.4 Una bola cerrada es un conjunto abierto

Sea ahora una bola cerrada centradaenp = (1,0,1,1,1,1,1,1, ...) y radio § esto es Bi[p] =
3

{yeo/dmy) <3}

Se sabe que para que una sucesion esté en la bola, solo se necesita que su distancia con p sea

. 1 . . . - ,
menor o igual a S por ejemplo, las siguientes sucesiones estan en la bola:

Siy =(1,0,0,0,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = 5.

1

Siy=(1,0,1,0,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = Z

1

Siy=(1,0,1,1,0,0,0,0,...) entonces d(y,p) = c

Es decir, para que una sucesion esté en la bola cerrada es suficiente con que comparta los
primeros dos elementos con p. Bi[p] = {y € {0,1}N/y, = p; A y, = p,}; inmediatamente se
3

puede hallar una bola abierta centrada en p equivalente a esta, que es Bi(p) = {y € {0,1}N/y, =
2

p1 \y, = p,} y como toda bola abierta es un abierto en un espacio métrico, se tendrd que toda

bola cerrada también lo es.

La representacion de la bola es:

®
[«

0 508 34

Grafico 24. Bi(p) conp =(1,0,1,1,1,1,1,1, ...)
2
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(gﬂ x{O}u({xEQ:x=§+%+2im+---+2—1s,3< l<m<---<s.}u{§})x{1}.

Demostracion

Se escribira el conjunto como reunién de abiertos, sea x € B%[p], ya se ha demostrado que
cualquier punto puede ser centro de una bola, luego: B%[x] = B%[p], y como B%(x) c B%[x] por
definicion, se concluye que B%(x) c B%[p]. Asi, siempre es posible encontrar un abierto entre
B%[p] y todos sus elementos, por lo que resulta ser un conjunto abierto.

Estas tres propiedades tan particulares que se acaban de enunciar y demostrar son consecuencia
del hecho que se presenta a continuacion.

3.1.5 Espacio ultramétrico
En Rubiano (2000) se define al espacio ultramétrico X como un espacio métrico (X, d) en el

cual la métrica d satisface la ultra- desigualdad triangular:
d(x,z) < max{d(x,y),d(y, z)}

Gracias a la demostracion del axioma D3 para mostrar que (XN, d) es un espacio métrico, se

puede concluir que (XN, d) es un espacio ultramétrico, el cual cumple:

e En un espacio ultramétrico cualquier punto de una bola puede ser su centro, si y €

B.(x) entonces B, (x) = B.(y)
e Una bola cerrada es un conjunto abierto

e Una bola abierta es un conjunto cerrado
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4  Algunas propiedades topoldgicas y las sucesiones en ({0, 1}V, d)

Hasta el momento, se ha logrado consolidar una buena representacion del conjunto de intereés,
por medio de la cual se ha podido explorar y visualizar de mejor manera las bolas y las relaciones
que hay entre ellas. En este dltimo capitulo se exploran otras propiedades topoldgicas de este
espacio y se utiliza la representacion en el plano para presentar varios ejemplos de cada una de

ellas.

4.1.1 {0,1}N Es totalmente acotado
Se iniciara esta exploracion, indagando si el espacio métrico resulta ser acotado. A

continuacion, se enuncia la definicion de un espacio métrico acotado.

Un espacio métrico (X, d) se dice totalmente acotado si dado & > 0 existe un subconjunto finito

F = {x1, %, ..., x,} -dependiendo de &- llamado € — red tal que X = U}, B:(x;), (x; € F).
Ejemplo 1

Seae = % , se halla un conjunto finito de centros de bolas que al unirlas produzca a {0,1}N.
. N 1
Héagase Bi(p) = {w € {0,1}"/d(w,p) < 5}.
2

.1 .- .
Se sabe que en la bola de radio > se fijaran los dos primeros elementos de p, que puede ser
cualquier sucesion, pero como se fijan los dos primeros elementos bastara con explorar cuatro

posibilidades: p, = (0,0, ...),p, =(0,1,...),p; = (1,0, ...),ps = (0,1, ...).

Ahora se grafica B1((0,0, ... ) ), como se fijan los dos primero elementos, ambos cero, las
2

sucesiones (0,0,1,1,1,1, ...) y (0,0,0,0,0,0, ...) cuyos numeros asociado son %y 0, estarén en
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la bola, luego la representacion queda:

0 14 1

Grafico 25. Bi(p) conp = (0,0, ... )
2

[O,ﬂx{o}u{er:x=%+zim+---+2—1s,2< l<m<---<s.}x{1}.

Ahora se grafica B1((0,1, ... ) ), las sucesiones (0,1,1,1,1,1,...) ¥ (0,1,0,0,0,0, ...)
2

. 1 1 -
determinan los extremos de la bola, que son SY o La representacion de esta bola es:

0 14 112

Graéfico 26. B1((0,1, ... ))
2

G%] x{o}u({xe@:x=§+%+2im+---+2—1s,2< l<m<---<s.}U{%})x{1}.

Lo siguiente es hallar la representacion gréfica de B1((1,0, ... ) ), se sabe que las sucesiones
2

(1,0,1,1,1,1,..)y (1,0,0,0,0,0, ...) estdn en la bola, y sus nimeros asociados z y%
determinaran la bola en el plano, luego la representacion queda asi:

0 112 314

Graéfico 27.B1((1,0, ... ))
2

Gﬂ x{o}u({xEQ:x=§+%+Zim+---+2—1s,2< l<m<--~<s.}U{%})><{1}.
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Por ultimo, se haré la grafica de B:((1,1, ... ) ), se tiene que el menor numero que se puede
2

representar es el zy el mayor numero esta dado por la sucesion (1,1,1,1,1, 1, ...), es decir, 1.

3/4
Grafico 28. B1((1,1, ... ))
2

(2,1]x{O}u({xeQ:x=%+%+2im+---+%,2< l<m<~-~<s.}U{Z})x{1}.

Se tiene que para € = % hay al menos cuatro sucesiones que forman una & — red, es decir se
encuentra F = {p; = (0,0, ...),p, = (0,1, ...),ps = (1,0, ...),p, = (0,1, ...) } tal que {0,1}N =

Uits B%(Pi); (p; € F).
Ejemplo 2

, 1 .
Se ve ahora qué pasa con € = s Se toman nuevamente todas las sucesiones que se pueden

obtener intercalando ceros y unos en las primeras tres posiciones, que son p; = (0,0,0,...),p, =
(0,0,1,..),p3=(0,1,1,..),p, = (1,1,1,...),ps = (1,0,0, ... ),ps = (1,1,0 ... ),p; =
(0,1,0,..),ps = (1,0,1,...). Ahora, se toman como centro estas sucesiones y como radio % para

construir las respectivas bolas.

B1((0,0,0,...))
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e T RS
0 /3 1

Gréfico 29.B1((0,0,0,...) )
3

[0,%]X{O}U{xe(@:x=%+2im+---+2—1s,3< l<m<---<s.}x{1}.

B1((0,0,1,...) ):
3
o] ¥
0 118 114 1

Gréfico 30. B1((0,0,1, ...) )
3

Gixou(fre@r=s+s+S+-+53<l<m<-<suli])x

B1((0,1,0,...) ):
- )
0 14 3/8 1

Grafico 31.B1((0,1,0,...) )
3

B1((0,1,1,...) ):
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3/8 112

Gréfico 32.B1((0,1,1,...) )
3

8’2

B1((1,0,0,..))

€ 1]X{O}U({xe(@:x=§+%+2im+---+2—15,3< [<m< -

< s.} U {%}) x {1},

112 5/8

Gréfico 33.B1((1,0,0,...) )
3

(%,g]x{O}u({er:x=%+%+ -

om

B1((1,0,1,..))

+o o 3< I<m< -

< s.} U {%}) x {1).

(o]
L ]

5/8
Gréfico 34.B1((1,0,1,...) )
3

1
8 2

(g,ﬂx{o}u({xe@:x=5+—l+2im+---+2—1s,3< l<m<-

B1((1,1,0,..) ):

3/4

. < s}u{g}) x {1}.
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............................................................................................................................................ o
0 3/4 713

Gréfico 35.B1((1,1,0,...) )
3

(Zg] x{O}u({xe@:x=%+%+zim+---+2—ls,3< l<m<---<s.}u{z})x{1}.

0 78

Grafico 36. B1((1,1,1,...) )
3

(2,1]X{O}U({xEQ:x=§+%+2im+---+2—ls,3< l<m<-~<s.}u{g})x{1}.

Nuevamente, se tiene que para € = § hay al menos ocho sucesiones que forman una € — red,
es decir, se encuentra F={p;=1(0,0,0,..),p,=1(0,0,1,..),p3=(0,11,..),ps =
(1,1,1,..),ps = (1,0,0,...),ps = (1,1,0 ...),p, = (0,1,0,..),pg = (1,0,1,..)} tal que

{o,13N = U, B;(Pi)’ (p; € F).
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Generalizacion.

Se vio en los ejemplos anteriores, que dado € = % k > 1, es posible encontrar un conjunto de
2k sucesiones F = { py, 03, 3, P4 s, -, i} tal que {0,13N = U2, Bi(p,), (p; € F). Basta con
k

tomar todas las sucesiones que se pueden obtener variando las primeras k posiciones, de ahi el

nimero 2k,
En caso de que € > 1, como ya se Vio, B.(x) = B;[x] = {0,1}" para cualquier x, luego se

tiene F = {x} tal que {0,1}N = B, (x).

4.1.2 Separacionen {0, 1}N

Este apartado estd dedicado a estudiar y a explorar algunas propiedades de separacion a través
de ejemplos, como se ha hecho hasta el momento, a partir de esta exploracion se generalizan y
concluyen cudles caracteristicas cumple el espacio métrico estudiado. Primero se explora si este

espacio es T,.

Definicidn: un espacio topoldgico X se llama T, o de kolmogoroff si para todo par de puntos

distintos de X, existe un conjunto abierto que contiene uno de ellos y no al otro.
Ejemplos
Seax,z € {0,1}N con x = (0,0,1,0,0,1,0,0,1,..) yz = (1,0,1,0, 1, ...), de donde se tiene

- . 1 , 2
que a x se le asociara el nimero syaz el nUmero 3

Para construir una bola abierta que tenga a z pero no a x se tendran en cuenta las distancias

entre estas dos sucesiones:

d(x,z) =1
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. .1 .
Ahora se determina una bola con un radio =< d(x,z), asi:

1
Ba(2) = {w € (0,1} d(w, 2) < E}

De lo anterior, es posible asegurar que x & Bi(z) dado que % < d(x,z).
k

. . .1 .
Por ejemplo, al fijar el radio >» Se tiene entonces:

B1(z) = {w € {0,1}N:w; = 1 Aw, = 0}

Como

d(x,z) =1

Se puede asegurar que x € Bi(z) porque% < d(x,z)

0 114

Gréfico 37.(0,0,1,0,0,1,0,0,1,...) ¢ Bi(z) conz = (1,0,1,0,1,...)
2

Seaw,v € {0,1}N conw = (0,1,0,1,0,1,..) yv = (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 ...), de donde se

tiene que:

A (0,1,0,1,0,1,...) se le asocia el nimero (0,01010101010101 ...),, es decir % También

para v se va a tener que se le asocia el nimero (0,01111111111 ...),, s decir%

De w y v tenemos que:

1
dlw,v) = 3
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Se puede encontrar una bola que tenga a la sucesion w pero que no tenga a v 0 viceversa

. . . . . . 1
siguiendo la idea presentada anteriormente, es decir, tomar un radio de la forma =< d(w,v).

Bi(w) = {m € (0,1}":d(w,m) <1}, % < d(w,v)

Por ejemplo, haciendo k = 4 se tiene:

w="1/3 v=1/2

0 516 318 !
Graéfico 38. Bi(w) conw = (0,1,0,1,0,1, ...)
4

Ahora, se graficard B:(v).
5

Gréfico 39. Bi(v) conv = (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1....)
5

De aqui se puede asegurar que v € Bi(w) 0 también que w & B1(v) siempre y cuando se
k n

. 1 1
determine una bola B1(w) con ~-<3
n

Generalizacion

Si se tienen [, q € {0,1}" es posible encontrar una bola cerrada que tenga a g pero no a [, o

viceversa, encontrando un k que cumpla:
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Bi(q) = {me{on™dgm) <1}t <d@D

A partir de lo anterior g € B1(q) pero ! & B1(q), pero si se quiere encontrar una bola abierta
k k

que tenga a [ pero no a q, se tiene que determinar la siguiente bola:

B (1) = {s e {0,1}N:d(L,5) < %} > <d(q,D

Demostracion

Se tiene que en la Bi(q) estan todas aquellas sucesiones que cumplan d(q,m) < % pero el
radio de la bola tiene la siguiente caracteristica: % < d(q,l) por tanto se tiene que [ & B%(q). Es
claro que k siempre existe, pues los naturales no estan acotados superiormente.

Luego se puede asegurar que el espacio métrico es T, o de kolmogoroff.

Se explorara ahora si este espacio cumple con ser Tj;.

Definicion: un espacio topoldgico se llama un espacio T, si para todo par de puntos distintos
X, z, existen dos abiertos tales que: el primero contiene a x pero no a z, y el segundo contiene a z

perono a x.

Esta caracteristica se tiene como consecuencia inmediata del apartado anterior, se vera por

que.

Seap,i € {0,1}" se puede asegurar gracias al anterior hallazgo que:
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1. Bi(p) = {m € {0,1}N:d(p,m) < %} con % < d(p, i) cumple lo siguiente p € B1(p) pero
k k

i € Bi(p)
k

2. Bi(i) = {m € {0,1}N:d(i,m) < %} con % < d(p, i) cumple lo siguiente i € B1(p) pero
n k

p & B%(P)

Por esta razon se puede asegurar que existen dos abiertos tales que el primero contiene a p pero
noai,y el segundo contiene a i pero no a p, por tanto, es posible asegurar que este espacio métrico

es T,
Se explora ahora si el espacio métrico es T,

Definicion: un espacio topoldgico X se llama un espacio de Hausdorff o un espacio T, si para

todo par de puntos distintos x, z de X, existen abiertos disyuntos Vy W talesque x e Vyz e W
Ejemplos:

Sea x,y € {0,1}" con x = (0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1...) y y =

(0,0,1,1,1,1,1,1,1,,1,1,1,1 ... ), de donde se tiene que:

A (0,0,1,0,0,1,0,0,1 ...) se le asocia el nimero (0,001001001 ... ), €s decir%
También para y se tiene que se le asocia el namero (0,001111111111 ...),, s deciri

Para determinar los abiertos disyuntos se halla la d(x, y) = % luego se determina la siguiente

bola:
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1
Bd(x,y)(;) ={me{01N:m =0Am,=0Amg=1Amy=0Ams=0Amg=1Am,
2

De esto se tiene que el menor nimero que se podra representar es (0,00100100000000 ...),,

es decir% = 0.140625

Ademas, se tiene que el mayor nimero que se podré representar es

(0,001001001111111 ...),, es decir % = 0.14453125

El conjunto que le corresponde a esta bola es:

(9 ]x{o}u({xeQ:x=6’44+%+zim+---+2—13,8< l<m<---<s.}u{6%})x{1}.

64’ 256

A partir de los extremos se puede asegurar que - L g Bd(xy) ( ) ahora se procede a construir la

(

siguiente bola siguiendo con la idea de tomar al radio como ———, es decir:

1
Bd(x,y) (Z) = {m € {0,1}N:m1 = O/\mz = O/\m3 = 1/\m4 = 1/\m5 = 1/\m6 = 1/\m7
2
Se tiene que el menor nimero que se puede representar es el (0,0,1,1,1,1,1,1,0,0 ...) con su

numero asociado (0,0011111100000000 ...),, es decir% = 0.24609375

., . , 1 -
También, se tiene que el mayor nimero que se puede representar es " El conjunto que le

corresponde a esta bola es:

(ﬁl]x{o}u({er:x——+ +ont +%,8<l<m<--~<s.} {256})><{1}.

256" 4 256
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37/256 1/4
- ———0 *-— - -0
9/64 63/256
9/64 63/256
0 37/256 1/4

Gréfico 40. B1((0,0,1,0,0,1...) ) y B1((0,0,1,1,1 ...))
8 8

Ahora se vera si este método funciona para otros puntos, asi:

Seaw,z € {0,1}N conw = (1,0,1,1,1,1,1...) y z = (1,0,1,0,1,0,1,0 ... ), de donde se tiene

que:

A (1,0,1,1,1,1,1...) se le asocia el nimero (0,1011111 ...),, es decir%
También a z se le asociara el nimero (0,10101010 ...),, €S decirg

Ahora se hallala d(w, z) = % luego, se determinan:

2
Bd(w,z)(§> =me{01}N:m =1Amy,=0Amg=1Amy=0Ams=1Amg=0Am,
2

Luego se tiene que el menor numero que se podra representar sera el (1,0,1,0,1,0,1,0,0,0 ...)

con su nimero asociado (0,10101010000000 ...),, es decir 18758 = 0.6640625

Ademas, se tiene que el mayor nimero que se podra representar es (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1 ...)

con su nimero asociado (0,1010101011111 ...),, es decir % = 0.66796875

El conjunto que le corresponde a esta bola es:

— @
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85 171 85 1 1 1 85
(E,E]X{O}U({XEQ.X—E-F;'FZ—WL'{' +;,8< l<m<"'<S.}U{E})X

(1},

De la siguiente bola:

3
Bd(w,z)<z) =me{01Vm =1Am,=0Amg=1Amy=1Ams=1Amg=1Am,
2

Se ve que el menor nimero que se podra representar sera el (1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0 ...) con su

numero asociado (0,1011111100000000 ... ), es decir % = 0.74609375

También, el mayor nimero que se podra representar es (1,0,1,1,1,1,1 ...) con su nimero

. 3 R
asociado " El conjunto que le corresponde a esta bola es:

191 3 191 1 1 1 191
— = x {0 U({xe xX=—+=+—+"+—=,8< l<m<---<s.}U{—})X 1}
(256'4] { } Q 256 2t 2m 28’ 256 { }
171,”?5[’) 3’14
*———==0 * —— -0
85/128 191/256
85/128 191,256
@ o0—FF—— G—@
0 171;"?5[’) 3;4‘._1

Grafico 41.81((1,0,1,1,1,1,1..) ) y B1((1,0,1,0,1,0,1,0 ...))
8 8

—®
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Generalizacion
Es decir que para cualquier x,y € {0,1}¥ se pueden determinar Bd(x,y)(X):{mE
2

d(x, a(x,
OB dEm) <2}y Baen() = {g € 013" d(r,9) <GP} tal que Bawa(x)n
2 2

2
Bay) (y) = 9.
2
Para esta demostracion se utilizard el teorema 5.6 expuesto en Introduccion al analisis
matematico de Bartle (1980).
Teorema 4: Sean a, b, c,d elementosde R. Sib <ayd < centoncesh+d <a+c

Demostracion del teorema 5.6.

Dado que a — b y ¢ — d pertenecen a P (conjunto de los niumeros reales estrictamente
positivos) entonces por la propiedad 5.1 que indica: Si a, b pertenecen a P, entonces a + b

pertenece a P, se aseguraque (a +c) — (b +d) = (a — b) + (c — d) también pertenece a P.
Demostracion
Supéngase que existe un p € {0,1}N tal que Baw.»)(x) N Bawy) (¥) = p, por definicion de
2 2
bola se tiene:

d(x,y) a(x.y)
dxp) <2y d@y,p) <2

Por el teorema 5.6 se dice:

d(y,p) +d(x,p) <d(x,y)
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Pero esto contradice la propiedad llamada “desigualdad triangular”. Por tanto, se ha mostrado

que Baw.»(x) N Baxy(y) = @. Por lo que se tiene que este espacio es T.
2 2

Definicion: un espacio topologico X se llama T; si cualquier cerrado y cualquier punto que no
esté en él, pueden separarse por abiertos, o sea, si para todo cerrado F y para todo punto p que no

esta en F, existen abiertos disyuntos V'y W talesque {p} S VyF c W.
Ejemplo 1

SeaB: |-| = {m € {0,1}V:m; = 0 Am, = 0 Am; = 1} con > = (0,001001001 ...), y x €
4

{0,1}¥ con x = (1,0,1,1,1,1,1,1,1 ...) de donde se tiene que el ndmero asociado a x esz

Y los extremos de la B H

4

El menor nimero que se podra representar en esta bola es (0,0010000000 ...), y el mayor

namero sera (0,001111111 ...),, es decir g y% respectivamente.

. . 1 3 ) -
Para determinar las bolas disyuntas se va a hallar d (?'Z) = 1, luego se encontrard un nimero

. 1 . .
que esté entre Sy 1, de la siguiente manera:

IS

Ahora se determina la B 1) = s € {0,1}N dl,s <5,dado ue d 3,5 = 1 se tiene que
:(3) = {s € 01"/dG, ) <2}, dado que d (3. 3) q

S lw

1 1 5 - 1 1 ,
¢ Bg (;) y como - < —es posible asegurar que B% (;) c B§ (;) ademas, se puede representar

. . 1 .
esa misma bola con un radio de la forma — COomo sigue:
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B% [;] ={s € {0,1}N:s; = 0}

El menor nimero que se podra representar en esta bola es (0,000000000 ...), , es decir 0 y el

mayor nimero sera (0,011111111 ...), es decir%

Luego se determinard la siguiente bola:

4(7.9) -3

(_) ={s€ {0»1}N1d(%5) < 2

a(72)

Dado que ”

sigue:

3
6

El menor nimero que se podra representar en esta bola es (0,1011100000000 ...), , es decir

23 . ;3 . .
S, ¥ el mayor nimero sera - . Gracias a los extremos es posible asegurar que




Generalizacion

Dado un Bi(z) = {m € {0,1}N:d(z,m) < %} un g € {0,1}N, con g € Bi(2) y d(z,g) =
k k

entonces se pueden determinar Bm+k(z) = {m € {0,1}V

71

1

m

m+k

rd(z,m) < %} Yy Bi m(g) =
2km

1 m+k
{m € {0,1}N/d(g, m) < m2km 22’””} con Bm+k(2) N B1 m+k(g) = O
2km m_2km
2

Demostracion.

m_2km
2

Supdngase que existe un Bm+k(z) N B1_m+k(g) = w, luego se debe cumplir:

2km m_2km
2

1 m+k
m+tk m_2km
d(z,w) < v, y d(g,w) < 22

Por el teorema 5.6 se puede asegurar que:

iy 1 m+k
m m  2km
d(z,w)+d(g,w) < e + >

De donde se tiene

3 1
d(z,w) + d(g,w) < E'I‘E

Es decir que:

d(z,w) +d(g,w) < Zd(z,g) + %d(z, m)

Luego, por desigualdad triangular:

3 1
d(z,g) < Zd(z,g) + Zd(z, m)
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De donde
d(z,g) <d(z,m)

Es decir que g € Bi(z), lo cual es una contradiccion, por tanto, Bm+x(z) N B1 m+k(g) = @
k 2km m_2km

2km
2

Definicion: un espacio topoldgico se llama regular sies T; y Ts.
Como se ha mostrado que el espacio topoldgico es T; y Ts, se puede asegurar que es regular.

4.1.3 Recubrimiento de 4, 4 € {0, 1}

Este apartado se centra en la ejemplificacion de recubrimientos abiertos y sub-cubrimientos de
conjuntos 4, tal que A € {0,1}V, esto con el fin de presentar al lector una posible ruta para mostrar
que este espacio métrico es compacto. Se define qué es el recubrimiento de un subconjunto de un

espacio topolégico.
Definicion
Sea X un espacio topoldgico y sea A € X; se dice que una familia (V;);¢; de subconjuntos

abiertos de X es un recubrimiento abierto de A (o un cubrimiento de A) si A € U;¢; Vi

Si J €1y U, V; aln contiene a A, se dice que el cubrimiento abierto (V;);¢; contiene al

cubrimiento abierto (V;);¢; de A4, o que (V;);c; s un subcubrimiento de (V)¢
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Para un conjunto finito.
Ejemplo 1.

Sea conjunto A = {(0,0,1,0,0,1,0,0,1 ...),(1,0,1,0,1,0,1,0 ...) }, ahora se tomara el conjunto

constituido por bolas abiertas que tienen como centro los elementos del conjunto A, asi:

W = {B1((0,0,1,0,0,1,0,0,1, ...)),B1((1,0,1,0,1,0,1,0 ...)), Bx((0,0,1,0,0,1,0,0,1,..))}
2 4 3

Por lo anterior se asegura que A € U;¢y I porque los centros de las bolas que se encuentran en
el conjunto W resultan ser los elementos de A. Ahora se encontrard un J, tal que J € W:
J ={B:((0,0,1,0,0,1,0,0,1, ...)),B:((1,0,1,0,1,0,1,0 ...))}
2 4
Se tiene que A S Ug¢; S porque en el conjunto J se encuentran todos los elementos de A como

centros de las bolas abiertas que estdn en este conjunto. Teniendo en cuenta la definicion

presentada es posible asegurar que (V;);e; es un subcubrimiento de (V;);ew, debido aque j € W

YACS Uges S
Ejemplo 1.1
Se encuentra otro recubrimiento de A. Sea H = {B,((1,0,1,0,1,0,1,0 ...))}
Como el elemento de H es una bola abierta se recuerda lo siguiente:
B,((1,0,1,0,1,0,1,0 ..)) = {m € {0,1}":d((1,0,1,0,1,0,1,0 ...),m) < 2}

Para que se cumpla la condicion d((1,0,1,0,1,0,1,0 ...),m) < 2 el denominador debe ser

mayor o igual que 1. Por ejemplo,
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1
p = (0,02, D3 P4 ~» Do - ); 4((1,0,1,0,1,0,1,0 ...),p) = T

1
q=(1,1,95,949s -, G - ); d((1,0,1,0,1,0,1,0 ...),q) = >

r=(1,0,0,7375, 7, o Tho o ); d((1,0,1,0,1,0,1,0 ..),7) = 2.

A partir de lo anterior para d((1,0,1,0,1,0,1,0 ...),m) =% se tienen todas las posibles
sucesiones cuyo primer elemento sea 0, en especial la sucesion (0,0,1,0,0,1,0,0,1,...), lo que
muestra que A S Ujeyl porque se ha mostrado que (0,0,1,0,0,1,0,0,1,...) €
BZ((1,0,1,0,1,0,1,0 )). Ahora se encuentra el sub-cubrimiento de H, para esto se va a tomar un

P, tal que:
P = {B,((0,0,1,0,0,1,0,0,1,..))}

Se puede asegurar que P S H porque se tiene un teorema que demuestra que todo punto de una

bola puede ser su centro, el cual se encuentra en el capitulo 3.1.2, es decir que:
B,((1,0,1,0,1,0,1,0 ...)) = B,((0,0,1,0,0,1,0,0,1, ...))
Ademas, se tiene lo siguiente:
B,((0,0,1,0,0,1,0,0,1,...)) = {z € {0,1}¥:d((0,0,1,0,0,1,0,0,1, ...),z) < 2}

Para que se cumpla la condicion d((0,0,1,0,0,1,0,0,1, ...),z) < 2 el denominador debe ser

mayor o igual que 1. Por ejemplo,

1
p = (1,02, 03 Pa -» P - ) 4((0,0,1,0,0,1,0,0,1,...),p) = "

1

q= (0' 1, 43,94, 95, - Qi - ); d((0,0,l,0,0,l,0,0,l, ); Q) = 5
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r=(0,0,0,73, 75,76, ., Tir - )i d((0,0,1,0,0,1,0,0,1,...),7) ==,

A partir de lo anterior para d((0,0,1,0,0,1,0,0,1,...),z) =% se tienen todas las posibles

sucesiones cuyo primer elemento sea 1, en especial la (1,0,1,0,1,0,1,0 ...), por tanto, se ha
mostrado que A € Ugep S. Por otro lado, se tiene que (V;);ep €S un subcubrimiento de (V;);en,

debidoque A € Ujeyl, P S HY A S Ugep S.
Ejemplo 2.

Sea B = {(1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0...),(0,1,0,1,0,1,0,1 ...),(1,1,1,0,0,1,1,1, ... )}, ahora se
encuentra un cubrimiento y un sub-cubrimiento para B aplicando la idea presentada en el ejemplo

1,2. Es decir que se toma el siguiente conjunto:
¢ = {B,((1,1,1,0,0,1,1,1, ..))},z> 1

Ahora, por lo expuesto en 4.1.1 se tiene que para todo € > 1 se cumple que B.(x) = B;[x] =
{0,13N para cualquier x, es decir que B,((1,1,1,0,0,1,1,1, ...)) = {0,1}", por tanto, se asegura que
B € Upe¢ F, ahora se toma la misma bola, pero con un centro distinto a (1,1,1,0,0,1,1,1, ...) pero

que se encuentre en B, por ejemplo:
R = {B;((1,1,0,01,1,00,1,1,0,0..))},f > 1

Utilizando el teorema que se presentd en la seccion 4.1.1 se concluye que

Bf((1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0 )) = {0,1}", por tanto:
RcG

Ademas, como todo punto de una bola es su centro, se tiene B € Uger S, entonces se

concluye que (V;);er €s un subcubrimiento de (V;);ec-
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Para un conjunto infinito.
Ejemplo 1.

Se sigue con la idea presentada en conjunto finito, a partir de eso se toma el conjunto B =

{p € {0,1}N:p, = 1} de esto tenemos:

Z = {B,((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ...)),B1((1,0,1,0,1,0,1,0 ...) ), B1((1,1,1,0,1,0,1,0 ...) )}
2 2

A partir de la definicién de bola se presenta:
B,((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ...)) = {m € {0,1}¥:d((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ... ), m) < 2}

Es decir que son todas aquellas sucesiones que cambien desde la posicién k = 1, en especial
aquellas sucesiones que tengan como primer elemento al 1, ademéas se debe recordar que

B,((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ...)) = {0,1}". También se tiene:
B1((1,0,1,0,1,0,1,0 ..)) = {m € {0,1}N:m; =1 Am, = 0}
2

En esta se tienen todas las sucesiones de la forma (1,0,as, a, ...), algo parecido sucede con

Bl((1,1,1,0,1,0,1,0 )) en donde todas las sucesiones son de la forma (1,1,a3,a, ...). De lo
2

anterior se puede asegurar que B € U;¢ I , porque en Z se encuentran a todas aquellas sucesiones

cuyo primer elemento sea 1.

Ahora se escoge un Q, tal que Q < Z, asi:

Q ={8,((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ...)),B:((1,0,1,0,1,0,1,0 ...) )}
2



77

Pero es necesario recordar que B,((0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1, ...)) = {0,1}", a partir de esto es

posible asegurar que B S Ugeq S, luego se puede concluir que (V;);eo €s un subcubrimiento de
Miez-
Ejemplo 2

Seael conjunto S = {p € {0,1}N:p, = 1,p, = 0}, pero ahora se va a utilizar la idea presentada

en el ejemplo 1,2 de esta misma seccion. Se toma el siguiente conjunto:
V = { BZ((al, a,, a3, Ay, --ny an, . ))},Z > 1

A partir de lo anterior se asegura que V = {0,1}V, por tanto S € U,cy I, luego se toma a O

como:
0= {Bd((l,o, asz, Ay, ...,an,...))},d >1

Al ser d > 1 se asegura que 0 = {0,1}N, por tanto 0 € V y ademés S S U,e0 I, luego se

afirmar que (V;);eo €s un subcubrimiento de (V;);ep-
Generalizacion

Dado que se mostraron dos maneras de encontrar el cubrimiento y el sub-cubrimiento de un
conjunto se presenta:
1. Sea AcX, A={ay,a;,a30a,,..,a,} , se encuentra un W = {Bi(a,), Bi(a,),
2 3
Bi(a,), Bi(a,), Bi(as),Bi(as),...,B1(a,),B 1 (a,) } tal que A € U;en I, ademas, se
4 5 6 7 2n 2n+1

encuentraun J = {Bi(a,), B1(a,), Bi(as), ..., B (ay)}, talque ] S Wy A S Uge; S. Pero
2 4 6 2n

este proceso es analogo para A no finito.
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2. SeaAc X, A=1{ay,a; a3 ay,..,a,} seencuentraun W = {Br(ay)}, f > 1, talque A S
Usew I, también, se halla un / = {Bs(ap)},s > 1,talque ] S W y A € Uge; S. Pero este

proceso es analogo para A no finito.

4.1.4 Ejemplo de convergencia de sucesiones y sucesiones de Cauchy en {0, 1}V
En esta seccion se presentan algunos ejemplos de sucesiones y sucesiones de Cauchy en {0, 1}V,
esto con el fin de presentar al lector algunos insumos para que logre demostrar si este espacio

métrico es 0 no completo.

4.1.4.1 Ejemplos de sucesiones convergentes

Se define una sucesion {x,,} en {0,1}" de la siguiente forma:
N - {0,1}V

1~ (0,1,1,1,...)

2+ (0,0,1,1,1,...)

3+ (0,0,0,1,1,1,...)

4+ (0,0,0,0,1,1,1,...)

n ~ (0,0,0,0,...,0,,1,1,1...)

Se sabe que una sucesion (x,,) converge en (X, d) al punto P sii para toda B, (P) existe n, €

N tal que (Vn = ny)(x,, € B:(P))

. .. 1
Los radios, como ya se dijo, son de la forma —con k natural.

1
Cone-;
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En este caso todos los centros que se elijan para la Bi(P) deben tener sus tres primeras
3

posiciones fijas. En {x,} para n > 3 las tres primeras posiciones se mantienen fijas, las cuales

SOnx1=0,x2=0yX3=0
1
Cone—g

En este caso todos los centros que se elijan para la B:(P) deben tener sus cinco primeras
5

posiciones fijas, se ve que en {x,} paran > 5 las tres cinco primeras posiciones se mantienen

fijas, las cualesson x; = 0,x, =0, x3 =0,x, =0y x5 =0
1
Cone= A

En este caso todos los centros que se elijan para la B1(P) deben tener sus k primeras
k

posiciones fijas, se tiene que en {x,,} paran > k las k primeras posiciones se mantienen fijas, las

cualessonx; =0,x, =0,x3=0,x, =0,x5 =0,...y x, =0

En esencia se tiene que para toda B,((0,0,0,0,0,0,0, ...)) existe n, € N tal que (Vn =
ny)(x, € B.((0,0,0,0,0,0,0,...))), es decir que {x,} converge en {0,1}" al punto

(0,0,0,0,0,0,0, ...)

Se define ahora una sucesion {x,} en {0,1}N de la siguiente forma:
N - {0,1}N
1+ (1,1,1,1,1,1,1...)

2 (1,0,1,1,1,1,..)
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3~(1,0,1,1,1,1,1...)
4+ (1,0,1,01,1,1,..)
5~(10,10,1,1,1,1,1,..)

n+~ (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,...,p,, 1,1,1,...)
1
Cone= 2

En este caso todos los centros que se elijan para la B:(P) deben tener sus dos primeras
2

posiciones fijas. En {x,} para n > 2 las dos primeras posiciones se mantienen fijas, las cuales

sonx; =1yx, =0
1
Cone—;

En este caso todos los centros que se elijan para la B1(P) deben tener sus siete primeras
7

posiciones fijas. En {x,} paran > 7 las tres primeras posiciones se mantienen fijas, las cuales

sonx; =1,x,=0,x3=1,x,=0,x5 =1, x4 =0yx;, =1

Luego, se tiene que para toda B.((1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 ....)) existe n, € N tal que (Vn >
ny)(x, € B.((1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 ....))), es decir que {x,} converge en {0,1}" al punto

(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 ....)

4.1.4.2 Ejemplos de sucesiones no convergentes

Ahora, se define una sucesion {x,} en {0,1}" de la siguiente forma:

N - {0,1}V
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1+~ (1,0,1,0,1,0,1,0,1,...)

2+ (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,...)

3+ (1,0,1,0,1,0,1,0,1,...)

4+ (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,...)

Npar = (0,1,0,1,0,1,0,1,0,1, ..., 1,0, Oimpar - )
Nimpar = (1,0,1,0,1,0,1,0,1, ..., Limpars Opars - )
Cone=4

En este caso todos los centros que se elijan para la B, (P) deben tener su primera posicion fija,
se ve gue en {x, } no existe un n, tal que para cualquier n = n, se tenga que x,, € B,(P) porque

todos los elementos de {x,,} varia en la primera posicion.

De lo anterior se asegura que la sucesion {x,, } diverge

Ahora se define la sucesion {g,,} en {0,1}N de la siguiente forma:
N - {0,1}V

1+ (0,1,1,1,1,1...)

2 - (1,1,0,0,0,0...)

3+ (0,0,0,1,1,1,1...)

4w (1,1,1,1,0,0...)

5 (0,0,0,0,0,1,1,...)



Npar + (1,1,1,1,1,1, ..., 1,,0,0,0,0,0,0 ...)

Nimpar + (0,0,0,0,0,0,0, ...,1,,1,1,1,1,1,1, ...)

Coneg= %

Se ve que en {g,} no existe un n, tal que para cualquier n > n, se tenga que x,, € B1(P)
porque todos los elementos de {g,,} varian en sus primeras posiciones.

De lo anterior es posible asegurar que la sucesion {g,,} diverge.

Ahora se define la sucesion {w,,} en {0,1}" de la siguiente forma:
N - {0,1}N

1+~ (1,0,1,1,1,1...)

2+ (1,1,1,1,1,1,1,1...)

3+ (1,1,1,01,1,1,1,...)

4+ (0,0,1,1,1,1,1,1,1...)

5+ (1,1,1,1,1,0,1,1,...)

Myar = (0,0,0,0,0,0,...,1,,-1,1,1,1,1,1,1,1...)

Mimpar = (1,1,1,1,1,1,1, ..., 0,041, 1,1,1,1,1, ...)

No existe un n, tal que para cualquier n = n, se tenga que x,, € B1(P), por tanto {w,,,}

diverge.

82
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4.1.4.3 Sucesiones de Cauchy
Definicion: dado € > 0, existe un n, tal que ((Vn,m = ngy)(d(x,, X,,) < €)). Auna

sucesion con esta propiedad se le llama sucesion de Cauchy.
Ejemplos.
Se define la sucesion {z,,} en {0,1}N de la siguiente forma:
N - {0,1}V
1+ (1,0,0,0,...)
2 - (1,1,0,0,0,0,0...)
3+ (1,1,1,0,0,0,0,0...)
4~ (1,1,1,1,0,0,0,0,0,0...)
nw(1,1,1,1,1,..,1,,0,0,0,0...)
Se explora su convergencia, asi:

1
Cons—;

En este caso todos los centros que se elijan para la B:(P) deben tener sus k primeras
k

posiciones fijas, se tiene que en {y, } paran = k las k primeras posiciones se mantienen fijas, las

cualessonx; =1, x, =1, x3=1,x, =1, x5 =1,...y x, =1

En esencia, se tiene que para toda B.((1,1,1,1,1,1,1,1,1, ...)) existe n, € N tal que (vVn =
no)(x, € B.((1,1,1,1,1,1,1,1,1,, ...))), es decir que {z,} converge en {0,1}" al punto

(1,1,1,1,1,1,1,1, ...)



i{z,} es de Cauchy?
Cong = 1
3

1 . .
Para que se tenga d (xp, x,,) <7 se toma cualquier ny > 3, porque todas las sucesiones

tendran sus tres primeras posiciones fijas.

Coneg= %

Para que se tenga d (x,,, X,,,) < g se puede tomar cualquier n, = 8, porque todas las
sucesiones tendran sus ocho primeras posiciones fijas.

Lo anterior asegura que {z,} es de Cauchy.

Se define una sucesion {s,,} en {0,1}" de la siguiente forma:
N - {0,1}V

1+ (1,00,1,1,1,1,1...)

2+ (1,1,0,0,1,1,1,1,1...)

3+ (1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1...)

4+~ (1,1,1,100,1,1,1,1,1,1...)

nw (1,1,1,1,1,..1,1,1,0,,1,0,,, 1,1,1...)

Se ve que sea convergente, asi:

1
Cone—;
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En esencia se tendra que para toda B.((1,1,1,1,1,1,1,1,1, ...)) existe n, € N tal que (vn >
no)(x, € B.((1,1,1,1,1,1,1,1,1,, ...))), es decir que {s,} converge en {0,1}" al punto

(1,1,1,1,,,1,1, ...)
i{z,} es de Cauchy?
1
Cone= "
Para que se tenga d (x,,, X,,,) < i es posible tomar cualquier ny = 4, porque todas las
sucesiones tendran sus cuatro primeras posiciones fijas.

1
Cong=-

Para que se tenga d (x,,, x,;,) < } es posible tomar cualquier n, > j, porque todas las

sucesiones tendran sus j primeras posiciones fijas.

De lo anterior se puede asegurar que {s,} es de Cauchy.
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5 Conclusiones

A continuacién, se presentan los resultados destacados que se consiguieron durante el desarrollo

del trabajo.

5.1.1 Conclusiones generales.

Los conocimientos matematicos que se adquirieron en el curso de la Licenciatura en
Matematicas fueron suficientes para la realizacion del presente estudio, en el cual se
tuvieron en cuenta principalmente los conceptos estudiados en los cursos de teoria de
conjuntos y topologia. También se pusieron en practica las habilidades comunicativas
escritas que se desarrollaron en el transcurso de la carrera para la consolidar las ideas

del presente documento.

({0,1}N, d) donde d es la métrica de Baire, es un espacio ultramétrico; a partir de la
demostracion de los axiomas D1, D2 y D3 se logra mostrar que ({0,1}V, d) satisface la
ultra-desigualdad triangular, es totalmente acotado; se logra ejemplificar y generalizar

la existencia del subconjunto finito (¢ —red) de tal manera que {0,1}N =

Uffl B1(p,), (p; € F), de kolmogoroff; con [, g € {0,1}Vse ejemplifica y demuestra la
k
existencia B1 (1) tal que I € B (1) pero q € B1(l), Ty; teniendo en cuenta los resultados
k k k

de la propiedad anterior se tiene: con p,i € {0,1}Vse logra mostrar la existencia de

Bi(p) tal que p € Bi(p) pero i & Bi(p) junto con Bi(i) tal que i € Bi(p) pero
k k k n k

p & Bi(p), Hausdorff; con x, y € {0,1}N se logré determinar Baxy)(x) Y Bawy () tal
k 2 2

que Baw.(x) N Bawy(¥) = @, T5; a partir de Bi(z) con g & Bi(z) se pueden
2 2 k k
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determinar dos bolas abiertas tal que Bm+x(z) N B1_m+k(g) = @ y también es regular
2km m_2km

2km
2

porgue se mostro que el espacio métrico cumple con T, y Ts.

Conclusiones especificas.

e Al determinar una bola se fijan los primeros k elementos de la sucesion centro, de esto
se puede asegurar que todos los elementos que pertenecen al abierto comparten los
primeros k elementos. De lo anterior se logra demostrar que en ({0,1}", d) cualquier

punto puede ser centro de una bola.

e En ({0,13}V, d) toda bola abierta es un conjunto cerrado; se ejemplifica y demuestra que

el complemento de toda Bi(p) es abierto.
k

e En ({0,1}N,d) toda bola cerrada es un conjunto abierto; se reescribe Bi[p] como
k

reunion de abiertos.

e En {0,1}N se puede asociar el mismo niimero a dos sucesiones. El conjunto de los

nameros con doble representacion como sucesiones de ceros y unos es: S :=

2k~P2k=q 4 k=541
2k

{mEQ:mz ,conp<q<s<~--<k}={m€@:m=

Zr—k, donde r es un nimero natural impar menor que 2% }
e El espacio métrico ({0,1}V, d) es totalmente acotado.
e El espacio métrico ({0,1}V, d) es kolmogoroff.
e Elespacio métrico ({0,1}N,d) es Tj.
e El espacio métrico ({0,1}N,d) es Ts.

e El espacio métrico ({0,1}V, d) es regular.
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