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2. Descripcion

Este trabajo de grado esta dirigido a aquellos quienes estén interesados en indagar acerca de
problemas de tangencia en secciones conicas, ya que en este se expone una manera de
trabajar problemas de tangencia en conicas diferentes a la circunferencia, utilizando la
Geometria Proyectiva como marco teoérico, a partir de una previa exploraciéon a los
denominados “Los Diez Problemas de Apolonio”, los cuales son el punto de partida para la
enunciacién del problema de investigacion. Apolonio con su enunciado quiso encontrar una
circunferencia tangente a tres objetos dados, de los cuales pueden ser puntos, rectas y
circunferencias (pase por estos en caso de los puntos), en este trabajo se parte de esta idea
de enunciar el problema, pero considerando encontrar no una circunferencia sino cualquier
tipo de conica, es decir, para cinco objetos dados, de los cuales pueden ser puntos, rectas y
circunferencias, se debe encontrar la conica que es tangente a estos (pase por estos en caso
de los puntos), de esta manera se enunciaron veintiin casos que se desprenden de este
enunciado, de los cuales se solucionaron seis, aquellos que no involucran a la
circunferencia.

Esta propuesta se fundamenta en un marco de referencia de geometria proyectiva, en donde




se encuentran las definiciones, lemas, teoremas y otras herramientas necesarias para la
demostracion y solucion de los casos mencionados anteriormente.
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4, Contenidos

Este documento contiene cinco apartados que orientan y sustentan el trabajo de
investigacion realizado, exponiendo de forma secuenciada el estudio y solucion de los
problemas abordados, a continuacion se hace una breve descripcion de cada apartado.

En el primer apartado se plantea el objetivo general y los objetivos especificos que orientan
al desarrollo del trabajo realizado, alli se sefialan precisamente los problemas a resolver y
las fases que se siguieron para conseguirlo. En el segundo apartado se expone la
construccién de un marco de conceptos preliminares, que contiene definiciones, lemas y
teoremas de la geometria proyectiva, necesarios para la solucion a los problemas en
estudio, dichas soluciones se consignan en el tercer apartado junto con la prueba de los
lemas y teoremas adicionales que se requirieron. Las conclusiones del trabajo se exponen
en el cuarto apartado, donde ademas, se incluyen algunas reflexiones y proyecciones,
relacionadas con los productos conseguidos y como estos aportaron a la formacion de los
autores como maestros de matematicas, finalmente, en el Gltimo apartado se incluye un
anexo que se considera, puede aportar al conocimiento de antecedentes del trabajo.

5. Metodologia

En el documento se presenta inicialmente una descripcion de donde surge el interés por
abordar problemas de tangencia en las secciones coénicas, luego, haciendo uso de datos
histéricos se presenta una justificacion al trabajo, describiendo detalladamente la
construccién del enunciado del problema general, una vez consolidado el enunciado se
presenta como el objetivo general de la investigacion. En el documento se consignan todos
los conceptos preliminares que se requirieron para dar solucion a algunos de los problemas
en estudio, utilizando estos conceptos se construyen las pruebas de los lemas y teoremas




requeridos para sustentar el trabajo.

6. Conclusiones

A lo largo del documento se puede apreciar una forma detallada de mostrar las
construcciones geométricas que orientan la solucion de los problemas considerados en el
objetivo general, asi como su sustento tedrico desde la geometria proyectiva, apoyandonos
de un software de geometria dindmica (Geogebra), siendo esta una herramienta que
permitio la identificacion de algunas propiedades y posibilitd realizar las construcciones
requeridas para un mejor entendimiento de los problemas. De acuerdo con lo anterior el
desarrollo de este trabajo dio evidencia de una ruta conveniente para estudiar problemas de
tangencia en conicas diferentes a la circunferencia, por lo que se sefiala como una
proyeccion del trabajo continuar estudiandolos hasta conseguir la solucién de todos los
casos que se desprenden. Se debe sefialar que otra posible forma de estudiar estos
problemas, es recurriendo a la geometria analitica puesto que en este documento se hace un
tratamiento exclusivamente sintético.

En general, se puede concluir que ademas de haber solucionado los problemas propuestos y
de haber marcado un camino para este estudio, la realizacion de esta investigacion aporto
de manera significativa a la formacion como maestros de matemaéticas de los autores,
debido a que se hizo un estudio arduo sobre la geometria proyectiva y se desarrollaron
procesos matematicos importantes en la exploracion y posterior solucion de los problemas
estudiados.

Nicole Meliza Henao Mateus
Elaborado por:
Fabio Norberto Rincon Galeano

Revisado por: Maria Nubia Soler Alvarez
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Introduccion

En este trabajo se presenta una intencion de generalizar un resultado de la geometria
euclidiana, precisamente se trata de problemas de tangencia sobre la circunferencia, mas
precisamente ain se trata del llamado Problema de Apolonio y los diez casos que se
desprenden de él, estos casos relacionan Unicamente, puntos, rectas y circunferencias y
pretenden encontrar una circunferencia tangente a dichos objetos, a partir de esta idea, se
expone un posible camino para resolver problemas de tangencia, no encontrando una
circunferencia, sino cualquier tipo de conica, modificando el enunciado que describe el
Problema de Apolonio, de tal manera que, en vez de considerar una circunferencia, se
considere una conica. Modificar el objeto circunferencia, por cdnica, orienta a realizar otras
modificaciones en el enunciado, como el nimero de objetos a considerar, esto con el &nimo
de encontrar Unicas soluciones a los problemas que surjan, también se requiere describir y
listar los problemas que se desprenden del nuevo enunciado, aunque de estos solamente se
presenta la solucion de algunos de ellos, precisamente de aquellos en los que se pretende
encontrar una cénica tangente a rectas y puntos dados, es decir, se consideran Unicamente
aquellos problemas que relacionan puntos y rectas solamente, sin embargo, este estudio se
sale de la geometria euclidiana, pues las herramientas encontradas en la investigacion se
encuentran en la geometria proyectiva. En sintesis, el objeto de este trabajo es mostrar los
resultados del inicio de un estudio de problemas de tangencia sobre cénicas diferentes a la
circunferencia bajo el sistema axiomatico de la geometria proyectiva, es decir, usando
perspectividades y proyectividades.

En la primera parte del documento se presenta una justificacion al trabajo como un
interés particular de los autores, generado en el transcurso de una asignatura del pregrado,
luego, se expone la problematica del estudio, alli se muestra una razon para estudiar
problemas de tangencia en conicas desde datos histdricos sobre el trabajo de Apolonio,
también se enuncia explicitamente el problema a trabajar, con los casos que se desprenden
de él; una vez se ha precisado el problema, este se menciona en forma de objetivo, luego, se
presentan todos los conceptos preliminares de geometria proyectiva que fueron requisito
para estudiar el problema propuesto, estos conceptos fueron tomados en su mayoria del
libro Teoria y Problemas de Geometria Proyectiva [1], sin embargo, algunas definiciones
fueron propuestas por los autores de este trabajo. Algunas demostraciones de teoremas y
lemas que alli se proponen, se encuentran en el capitulo siguiente, puesto que se consideran
como parte de los resultados del estudio, lo que quiere decir que el siguiente apartado del
documento se dispone para presentar los resultados, de forma secuenciada, con
ilustraciones que ayudan a comprender las construcciones y justificaciones de los
problemas, enseguida, se presentan las conclusiones y las referencias y finalmente se



exponen algunos anexos con la intencién de apoyar las referencias que se tienen del
problema y la justificacion que se le da.

Se espera que el trabajo ilustre una forma de abordar problemas de tangencia sobre
cualquier conica, a partir de los problemas que en este se resuelven y que ademas deje en
evidencia la aplicacion que tiene la geometria proyectiva en el estudio de problemas de
tangencia.



Justificacion

Durante el curso de geometria analitica que realizamos siendo estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, se desarroll6 un
trabajo con el fin de cumplir con un producto esperado establecido en el programa, este
consistia en abordar un tema referente a la geometria analitica, relacionado con los
elementos adoptados durante el curso. El trabajo realizado consistié en exponer algunos de
los diez problemas de Apolonio, de forma sintética y analitica y resolver de forma anéloga
estos mismos problemas de tangencia, pero ya no en la circunferencia sino en coénicas
diferentes, particularmente en la elipse. Para dar inicio al trabajo mencionado consultamos
a Francisco Tapias [5], este autor menciona que Apolonio fue considerado el gran gedbmetra
de la antigtiedad por sus grandes aportes en esta area, aunque hizo varias obras importantes,
no se tiene mucha informacion de ellas. Algunas de esas obras son “Coénicas”, “Lugares
Planos” y “Tangencias”, en esta Ultima, Apolonio expone un problema el cual da origen a
los conocidos y ya mencionados “Los diez problemas de Apolonio”. Luego, se decidio
cambiar la circunferencia por la elipse y estudiar las soluciones a los problemas que se
generan con este cambio.

Por ultimo y como resultado de este cambio, con ayuda de un software de geometria
dindmica, se resolvieron los siguientes problemas:

e Dada una elipse hallar su centro.

e Dada una elipse hallar sus ejes.

e Dada una elipse hallar sus focos.

e Dada una elipse y un punto sobre ella encontrar la recta tangente a la
elipse que pasa por el punto.

e Dada una elipse y un punto que no pertenece a ella, encontrar las
rectas tangentes a la elipse que pasen por el punto dado.

e Hallar una elipse tangente a tres rectas dadas.

Para cada uno de estos problemas se realizd la respectiva construccion sintética y
analitica, todo esto apoyado en Geogebra. Posterior a esto se consoliddé un documento con
el contenido del trabajo [2]. De acuerdo con el desarrollo de dicho trabajo, nos dimos
cuenta que, al cambiar en el enunciado del problema de Apolonio, uno de los objetos que se
consideraron, se sefialé un camino para el estudio de problemas de tangencia en cénicas
diferentes a la circunferencia. Ademas, el estudio de dichos problemas (los diez problemas
de Apolonio y algunos problemas de tangencia en la elipse) contribuyé de manera
significativa a nuestra formacion como docentes de matematicas, especialmente en lo
disciplinar. Por esta razon consideramos que al estudiar a profundidad los problemas
anteriormente descritos, continuaremos favoreciendo, en gran medida, nuestra formacién



como docentes y como aprendices de las matematicas. Una manera a través de la cual
vimos que podiamos continuar con el desarrollo de este trabajo fue realizando una
monografia en la que se consoliden y amplien los resultados obtenidos inicialmente.
Concretamente el trabajo de grado que se pretende realizar consiste en resolver los
problemas de tangencia del libro de Apolonio sustituyendo la circunferencia por la elipse o
por cualquier otra conica.



Problematica

¢Por qué problemas de tangencias en conicas?

En la actualidad se conocen métodos sintéticos y algebraicos para solucionar
problemas de tangencia en la circunferencia, precisamente, aquellos que relacionan puntos,
rectas y circunferencias, este tipo de problemas se han estudiado desde la época
Helenistica, 300 A.C. Los primeros estudios acerca del tema se le atribuyen a uno de los
grandes matematicos de la época, Apolonio, quien escribi6 obras de gran importancia, entre
ellas, Tangencias, que se hizo famosa por contener el denominado Problema de Apolonio,
(Tapia, 2002) que sera un punto de referencia importante del trabajo que aqui se expone.

El interés por abordar problemas de tangencia, como se mencioné anteriormente,
surgio a partir del trabajo realizado en el curso de geometria analitica, donde se estudiaron
algunos problemas de tangencia en la elipse, de forma analoga a problemas de tangencia en
la circunferencia, con el animo de encontrar métodos analiticos y sintéticos para resolver
problemas de tangencia sobre la elipse, que permitan acercarse a problemas de tangencia
similares a los que se desprenden del Problema de Apolonio, pero considerando los objetos:
recta, punto y elipse; haciendo uso de las propiedades que se conocian de la elipse en la
geometria euclidiana, explorando inicialmente las soluciones sintéticas, para extraer de
estas las soluciones analiticas.

En la revision de los casos del Problema de Apolonio se encontré que en su solucion
se hace uso de algunos problemas preliminares de tangencia sobre la circunferencia, por
ejemplo, encontrar una recta tangente a una circunferencia por un punto que pertenece a
ella y por un punto externo, en consecuencia, para el desarrollo del trabajo se considero6
necesario resolver el problema analogo sobre la elipse, que se enuncia de la siguiente
manera, encontrar una recta tangente a una elipse por un punto que pertenece a ella 'y por un
punto externo, ademas se estudiaron otros problemas preliminares, tales como hallar los
focos y el centro de una elipse, con la idea que la solucién a estos problemas ampliaria el
conjunto de herramientas para solucionar problemas de tangencia mas complejos, como los
que serian analogos a los casos del Problema de Apolonio.

Debido a que la exploracion de los problemas preliminares mencionados
anteriormente no proporcionaron herramientas suficientes para avanzar a la solucién de
problemas mas complejos, surgidé la necesidad de consultar documentos que hicieran
referencia al tema, es decir al estudio de problemas de tangencia en conicas diferentes a la
circunferencia, sin poder encontrar mayor informacion al respecto, a excepcion de algunos



datos historicos como que Apolonio fue pionero en el estudio de estos problemas; sin
embargo, en el estudio que realiz6 en Tangencias no considero otras conicas ademas de la
circunferencia, resolviendo problemas de tangencia que relacionan rectas, puntos y
circunferencias, la resoluciéon de estos problemas mostr6 un posible camino para abordar
problemas de tangencia en otras coénicas, inicialmente considerando la posibilidad de
cambiar el objeto circunferencia por elipse en el Problema de Apolonio.

Lo que se consiguio al consultar algunos antecedentes de problemas de tangencia en
las conicas, particularmente en la circunferencia, fue una idea para enunciar de forma méas
precisa el problema que se quiere abordar y puesto que se trata de resolver problemas de
tangencia considerando los objetos: punto, recta y elipse, se decide enunciarlo de forma
analoga a como lo hace Apolonio, es decir modificando el enunciado del Problema de
Apolonio, el cual se expone de la siguiente manera:

Dados tres elementos, cada uno de los cuales puede ser, un punto, una recta o una
circunferencia, se pide hallar una circunferencia que sea tangente a ellos (pase por ellos
en caso se los puntos).

El enunciado anterior es el punto de partida de este trabajo, siguiendo la idea inicial
de sustituir el objeto circunferencia por elipse, se piensa modificar el enunciado
adecuéndolo segun las implicaciones que tenga realizar dicho cambio.



Modificaciones al enunciado del Problema de Apolonio

En consideracion al enunciado del Problema de Apolonio a modificar, es necesario
hacer algunas consideraciones con respecto a las implicaciones que trae cambiar el objeto
geométrico circunferencia por elipse, para ello es necesario considerar que el problema de
Apolonio dio lugar a diez posibles casos [4], que se exponen a continuacion (en el anexo 1
se encuentra una solucion a algunos estos problemas):

1. Circunferencia que pase por tres puntos dados (PPP).
Circunferencia que pasa por dos puntos dados y es tangente a una recta dada (PPR).
Circunferencia que pase por un punto dado y es tangente a dos rectas dadas (PRR).
Circunferencia tangente a tres rectas dadas (RRR).
Circunferencia que pasa por dos puntos dados y es tangente a una circunferencia
dada (PPC).
6. Circunferencia que para por un punto dado y es tangente a dos circunferencias dada
(PCC).
7. Circunferencia que es tangente a dos rectas y a una circunferencia dada. (RRC).
Circunferencia que es tangente a una recta y a dos circunferencias dadas (RCC).
9. Circunferencia que pasa por un punto y es tangente a una recta y a una
circunferencia dada. (PRC).
10. Circunferencia gque es tangente a tres circunferencias dadas (CCC).
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El primer aspecto a considerar es el nimero de objetos geométricos que intervienen
en cada problema, en los diez casos aparecen tres objetos, esto se relaciona con el nimero
de objetos que definen una circunferencia, en particular el primer caso, se consideran tres
puntos, porque siempre es posible construir una circunferencia que los contenga y esta es
Unica, esto obliga a pensar en el minimo de puntos que determinan una Unica elipse; una
primera idea surgié con el uso del software Geogebra, que ofrece una herramienta que
permite construir una conica determinada por cinco puntos, posteriormente se recurre a la
Geometria Proyectiva, encontrando la construccion de una “Coénica Puntual”, que desde su
definicién se puede demostrar que estd determinada por cinco puntos, tres a tres no
colineales y es Unica, de esta manera de halla el minimo de puntos que definen un Unica
elipse, pero la construccién de cénica puntual al igual que la herramienta de Geogebra,
hacen referencia a cualquier tipo de conica (elipse, hipérbola y pardbola), como la intencion
inicial es encontrar una elipse que contenga a cinco puntos dados, es necesario caracterizar
la posicion de los cinco puntos para asegurar que la conica que los contiene sea una elipse,
el estudio de esta caracterizacion no fue exitoso, por tal motivo se extiende el estudio a
resolver problemas de tangencia en las diferentes conicas, es decir, cambiar el objeto
geomeétrico circunferencia en el Problema de Apolonio, por conica.



Encontrando que son cinco puntos los que definen una Gnica conica, se determina que
los elementos a considerar en cada problema deben ser cinco, puesto que cada objeto
diferente de un punto debe contener uno de los cinco puntos que definen la cénica (punto
de tangencia). Se debe continuar sefialando los casos se surgen del problema con las
modificaciones ya descritas, para ello se presenta el enunciado se surge con las
consideraciones mencionadas.

Dados cinco elementos, cada uno de los cuales puede ser, un punto, una recta o una
circunferencia, se pide hallar una cénica que sea tangente a ellos (pase por ellos en caso
de los puntos).

Notese que el objeto geométrico modificado es aquel que se pretende encontrar, es
decir se dejan los tres objetos que Apolonio consider6 como dados (punto, recta y
circunferencia). A pesar de que deben ser cinco elementos los que definen la conica, de
estos sélo pueden ser rectas, puntos o circunferencias; con estas Gltimas precisiones ya se
pueden listar los casos que surgen:

Conica gue pase por cinco puntos dados (PPPPP).

Conica tangente a una recta dada que pase por cuatro puntos dados (PPPPR).

Conica tangente a dos rectas dadas que pase por tres puntos dados (PPPRR).

Conica tangente a tres rectas dadas que pase por dos puntos dados (PPRRR).

Conica tangente a cuatro rectas dadas que pase por un punto dado (PRRRR).

Conica tangente a cinco rectas dadas (RRRRR).

Conica tangente a una circunferencia dada que pase por cuadro puntos dados

(PPPPC).

8. Conica tangente a dos circunferencias dadas que pase por tres puntos dados
(PPPCC).

9. Conica tangente a tres circunferencias dadas que pase por dos puntos dados
(PPCCC).

10. Conica tangente a cuatro circunferencias dadas que pase por un punto dado
(PCCCC).

11. Cénica tangente a cuatro rectas y una circunferencia dadas (RRRRC).

12. Conica tangente a tres rectas y dos circunferencias dadas (RRRCC).

13. Conica tangente a dos rectas y tres circunferencias dadas (RRCCC).

14. Conica tangente a una recta y cuatro circunferencias dadas (RCCCC).

15. Conica tangente a una recta y una circunferencia dadas que pase por tres puntos
dados (PPPRC).

16. Conica tangente a dos rectas y una circunferencia dadas que pase por dos puntos

dados (PPRRC).
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17. Conica tangente a una recta y dos circunferencias dadas que pase por dos puntos
dados (PPRCC).

18. Cdnica tangente a tres rectas y una circunferencia dadas que pase por un punto
dado (PRRRC).

19. Conica tangente a dos rectas y dos circunferencias dadas que pase por un punto
dado (PRRCCQC).

20. Conica tangente a una recta y tres circunferencias dadas que pase por un punto
dado (PRCCC).

21. Conica tangente a cinco circunferencias dadas (CCCCC).

En este trabajo se van a abordar los problemas del uno al seis, es decir, los problemas
que involucran Unicamente puntos y rectas, esto debido a que en la literatura consultada,
particularmente lo relacionado con la Geometria Proyectiva, se ha encontrado una manera
de hallar una conica que pasa por cinco puntos dados “conica puntual” y por el Principio de
Dualidad’, una conica tangente a cinco rectas dadas “conica tangencial”, los cuales son el
punto de partida para buscar la solucion a los demas casos, por esta razon se estudiaran los
casos desprendidos del problema de Apolonio que involucran unicamente puntos y rectas.

El principio de dualidad aplicado a la geometria proyectiva cobra relevancia en este trabajo, puesto que, para los teoremas y
enunciados que relacionen Unicamente puntos y rectas se puede encontrar su dual, por esta razén se definira de forma preliminar el
principio de dualidad en un capitulo dispuesto para todos los conceptos preliminares, que se consideran necesarios para el estudio a
realizar.



Objetivos

Ya sefialado el enunciado del problema a estudiar y los casos desprendidos de este
que se pretenden abordar, se pueden enunciar de manera precisa los objetivos de este

trabajo.

Objetivo general

Estudiar y solucionar los siguientes problemas:
1. Conica que pase por cinco puntos dados (PPPPP).

o0 A wN

Conica tangente a una recta dada que pase por cuatro puntos dados (PPPPR).
Conica tangente a dos rectas dadas que pase por tres puntos dados (PPPRR).
Conica tangente a tres rectas dadas que pase por dos puntos dados (PPRRR).
Conica tangente a cuatro rectas dadas que pase por un punto dado (PRRRR).
Conica tangente a cinco rectas dadas (RRRRR).

Tomando como referencia el enunciado del Problema de Apolonio, modificando el
objeto matematico circunferencia por conica.

Objetivos especificos.

Consultar material bibliografico, con la intencion de buscar elementos
tedricos o conceptuales que aporten a la basqueda de soluciones a los
problemas enunciados.

Utilizar un software de geometria dindmica como herramienta de
exploracién para identificar propiedades que contribuyan a la solucion
de problemas de tangencia.

Estudiar fundamentos de la Geometria Proyectiva e identificar los
conceptos necesarios para estudiar problemas de tangencias en las
conicas.

Exponer la solucion a los problemas considerados de manera
argumentada, bajo los conceptos estudiados de Geometria Proyectiva
y Geometria Euclidiana.
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Conceptos preliminares (Geometria Proyectiva)

En este capitulo se presentan conceptos de Geometria Proyectiva que permitiran
comprender las demostraciones de los teoremas demostrados y que aportan a la solucién de
los problemas de interés de este trabajo de grado.

Definicion de Puntos impropios
Se le denomina punto impropio al punto de interseccion de dos rectas paralelas.

Definicion de Plano proyectivo
Si a los puntos de un plano m se le afiaden los puntos impropios, se tiene el plano

proyectivo.

Definicion de Haz de puntos
La totalidad de puntos sobre una de las rectas del plano proyectivo, la llamaremos un

haz de puntos (extension de puntos o fila de puntos). El haz de puntos sobre la recta p sera
denotado por p(4,B,C, D, ...) donde A, B, C, D, ..., son puntos distintos sobre p. Los puntos
A,B,C,D, ..., los llamaremos elementos y la recta p se llama base del haz. (Ver Figura 1).

(©]
Q
Q
(0]

P

Figura 1. Haz de puntos.

Definicion de Haz de rectas
La totalidad de rectas sobre unos de los puntos del plano, la llamaremos un haz de

rectas (Haz en un plano). El haz de rectas sobre el punto P, se denota como P(a,b,c,d, ...)
donde a, b, ¢, d, ..., son rectas distintas sobre P. Las rectas a, b, ¢, d, ..., se llaman elementos
y el punto P es llamado centro del haz. (Ver Figura 2).

Figura 2. Haz de rectas.
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Teorema 1. Teorema de Pappus
En un plano proyectivo sean A,, A,, A5 puntos distintos sobre una recta r y B;, B,, B3

puntos distintos sobre otra recta s; entonces los puntos C; = A,B; N A3B,,C, = A{B3 N
A3B,,C; = A{B, N A3By, son colineales. (Ver Figura 3).

Figura 3. Teorema de Pappus.

Principio de dualidad

Dos teoremas o configuraciones son llamadas duales si una puede ser obtenida de la
otra reemplazando cada concepto y operador por su concepto y operador dual.

Dicho de otra manera, el principio de dualidad, hace que a cada proposicion le
corresponda otra, al intercambiar ciertas palabras claves y otros cambios en la notacion y
lenguaje que hace que la proposicion tenga sentido. Un ejemplo particular del principio de
dualidad se tiene considerando un plano proyectivo para cuyos puntos y lineas se asegure
que:

e Todo par de puntos distintos determinen una y solo una recta.
e Todo par de rectas distintas determinan uno y sélo un punto.

Una de las proposiciones es obtenida de la otra, por el simple cambio de las palabras

“punto” y “recta”.

Teorema 2. Teorema de Pappus dual
En un plano proyectivo, sean a,, a,, as rectas distintas sobre un punto R y b, . b,, b3
rectas distintas sobre otro punto S; entonces las lineas ¢, = a, Nnb; (a3 Nby),c, =

(a; N b3)(az N by),c3 = (a; N by)(a, N by) son concurrentes, es decir, tienen un punto
comun de interseccion.

12



Figura 4. Teorema de Pappus dual.

Definicién de Homdlogos

Entre los elementos de dos haces hay una correspondencia uno a uno, si existe una
regla que asocia a cada elemento de un haz (el primero), un Unico elemento del otro (el
segundo), y reciprocamente, asocia cada elemento del segundo un Unico elemento del
primero. En una correspondencia de este tipo entre dos haces, a cada elemento y su
asociado se les Ilama elementos correspondientes (homologos).

Definicion de Perspectividad
Dados dos haces (de puntos o rectas), se dice que son perspectivos si y solo si, existe

una correspondencia uno a uno entre los elementos de los haces y los elementos
determinados por los correspondientes, son elementos de un mismo haz. Por ejemplo, en la
Figura 5 se puede identificar una perspectividad entre los haces P(a,b,c,d) ¥y
p(4,B,C, D), (que se notard P(a,b,c,d) = p(A, B, C, D)), haciendo corresponder a cada
elemento del haz de rectas el punto de interseccion con la base del haz de puntos, esta
correspondencia es uno a uno y los puntos hacen parte de un mismo haz. También se puede
apreciar la perspectividad p'(A4,B4,Cy,D;) = p(A,B,C,D), haciendo corresponder el
punto A con el punto A;, B con B; y asi sucesivamente, ademas las rectas que se
determinan, hacen parte del mismo haz sobre P. En la Figura 5; se escribe la perspectividad
de los haces de puntos p’ A;,By,Cy,D; ,p(A4,B,C,D), desde el punto P de la siguiente

manerap’ A4, B;,Cy1, Dy 5 p(4,B,C,D).
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Figura 5. Ejemplo de perspectividad

En el siguiente ejemplo (Figura 6) se tiene que los haces de rectas son perspectivos
P(a,b,c,d,...) = Py aq,by,cq,dy, ...

Figura 6 Ejemplo haces de rectas perspectivos

Definicidon de Perspectividad Elemental

Dado un haz de rectas P(a,b,c,d..) y una recta a’ que no pertenezca a él, la
perspectividad P a,b,c,d .. =p(4,B,C,D..), dondeA=ana’',B=bna,C=cn
a' y asi sucesivamente, se denomina Perspectividad Elemental (Ver Figura 5).

Definicion de Proyectividad

Una correspondencia uno a uno entre dos haces (de puntos o de rectas), resultante de
una sucesion de perspectividades (no todas elementales), se denomina Proyectividad, para
un ejemplo se muestra la Figura 7, donde los haces p(A,B,C,D) y r(A,, B,, C,,D,) son
proyectivos (que se notard p A,B,C,D ~r(A,,B,,C,,D,)), debido a la sucesion
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p(4,B,C,D) = q(A,,B,,C,,D;) = r(A,, By, C,,D,)), estas perspectividades se obtienen
por la definicion de perspectividad.

Figura 7 Ejemplo de Proyectividad.

Notese en Figura 8 que la correspondencia resultante no es una perspectividad por
definicion.

Figura 8. Ejemplo de dos haces de puntos proyectivos.

Ejemplo de dos haces proyectivos de rectas
Para un ejemplo de dos haces de rectas proyectivos, se muestra la Figura 9, donde los

haces P(a,b,c,d) y R(a,, by, cy,d;), son proyectivos (P a,b,c,d ~R(a,, by, cy,d3)),
debido a la sucesion P(a, b, c,d) = Q(ay, by, cq,d,) = R(ay, by, cy,d3)).
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Figura 9. Ejemplo de dos haces proyectivos de rectas.

Ejemplo de una haz de puntos y un haz de rectas proyectivos
Para un ejemplo una haz de rectas proyectivo a un haz de puntos, se muestra la Figura

10, donde los haces p(A4,B,C,D) 'y P,(ayb,c,d,), son proyectivos
(p A,B,C,D ~P,(a,, by, c,,d5)), debido a la sucesion p(4, B, C,D) = p;(A4,B1,C1,D,) =

p2(Az, By, €3, D) = Py(ay, by, ¢y, dy)).
y/
/

/

/

Figura 10. Ejemplo de un haz de retas proyectivo a un haz de puntos.

Definicién de Configuracion Plana
Una configuracion plana en el espacio proyectivo se define como los a,;; puntos y

a,, rectas, tales que sobre cada uno de los puntos estan a,, rectas y sobre cada una de las
rectas estan a,, de los puntos. Estas configuraciones se representan por la siguiente matriz

a1 Aqp . 4 2 .
Gy Gy . Por ejemplo _— (Ver Figura 11)
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Figura 11. Configuracion plana.

Definicion de n — punto completo y n — recta completa
El n-punto completo consiste de n puntos, no colineales tres a tres, y las %n(n -1)

rectas determinadas por ellos. (Ver Figura 12)

Figura 12. 5-punto completo.

La n-recta completa que consiste de n rectas, tres a tres no concurrentes y los
%n(n — 1) puntos determinados por ellas. (Ver Figura 13)
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Figura 13. 4-recta completa

Definicion de Cuadrangulo completo
El cuadrangulo completo se define como el 4-punto completo. Los cuatros puntos

dados se denominan Vvértices y las seis rectas lados del cuadrangulo completo; los dos lados
gue no se intersequen en el mismo Vvértice, se denominan lados opuestos del cuadrangulo

completo. (Ver Figura 14)
A
‘ C

Figura 14. Cuadrangulo completo.

Definicidn de cuadrilatero completo
El cuadrilatero completo se define como la 4-recta completa. Las cuatro rectas se

denominan lados del cuadrilatero y los seis puntos, vértices del cuadrilatero; dos vértices
que no pertenecen al mismo lado son llamados vértices opuestos de cuadrilatero completo.
(Ver Figura 13).

Definicién de Conjunto Armonico de puntos
Dados cuatro puntos colineales A, B, C y D, se dice que forman un conjunto armonico

de puntos si existe un cuadrangulo completo, de tal manera que dos de sus lados opuestos
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pasan por el punto A, otros dos lados opuestos pasan por B y el tercer par de lados opuestos
pasan por D y E respectivamente. (Ver Figura 15)

Figura 15. D es el conjugado arménico de E, con respecto a B y A.

Definicién de Conjunto Armonico de rectas
Dadas cuatro rectas concurrentes a,b,cyd, se dice que forman un conjunto

armonico de rectas, si existe un cuadrilatero completo, de tal manera que dos de sus
vértices opuestos estan en la recta a, otros dos vértices opuestos estan en la recta b y el
tercer par de vértices opuestos estan en las retas d y ¢ respectivamente. En donde d es el
conjugado armonico de ¢ con respecto a a y b (Ver Figura 16)

Figura 16. La recta d es el conjugado arménico de la recta c respecto a las rectas ay b.

19



Definicién de Cénica (Steiner)
El lugar Geométrico de los puntos de interseccion de las rectas homologas
de dos haces proyectivos de rectas en el plano, se denomina conica, a esta conica se
le conoce como Cénica Puntual.

Definicion de Cénica tangencial
El lugar geométrico de las rectas determinadas por los puntos homologos de dos

haces proyectivos de puntos en el plano, se denomina cénica tangencial.

Las demostraciones de los teoremas 3, 4, 5 y 6, que se enuncian a continuacion, se
van a presentar en el capitulo de resultados.

Teorema 3. Existencia de la Conica Puntual
Una cénica puntual existe.

Teorema 4. Existencia de la Cénica Tangencial
Una conica tangencial existe.

Teorema 5. Centros de haces proyectivos
Dos puntos cualesquiera distintos, que pertenecen a una conica, pueden ser utilizados

como centros de dos haces proyectivos que la generan.

Teorema 6. Bases de haces proyectivos
Dos rectas cualesquiera distintas, tangentes a una conica, pueden ser utilizadas como

bases de dos haces proyectivos que la generan.

Teorema 7. Existencia del conjugado armonico de puntos
Dados tres puntos A,By C sobre una recta a, existe el punto D, tal que D es el

conjugado armonico de C con respectoa Ay B.

Prueba.
Dados tres puntos A, B 'y C sobre una recta a, Se construyen las rectas b, c y d, tal que

A€eb, Aecy Bed, luego se encuentra el punto E = d n b, ahora se traza la recta
e = CE, se encuentra el punto F = e N c, se traza la recta f = FB y se hallan los puntos
G =fnbyH =dn c; Finalmente se construye la recta g = GH. Observe que los puntos
H,F,GyE y las rectas que determinan conforman un cuadrdngulo completo, donde
b y c son lados opuestos que se intersecan en A, d y f son lados opuestos gque se intersecan
en By el otro par de lados opuestos son e y g, donde e pasa por C, de esta manera, el punto
D, determinado por la interseccion entre a y g, es el conjugado armonico de C con respecto
a Ay B por definicion de conjunto armonico de puntos, se ha mostrado que se puede
encontrar un conjugado armonico. En la Figura 17 los puntos A, B, C y D sobre la recta a
forman un conjunto armoénico de puntos.
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Figura 17. Encontrar el conjugado arménico de un punto.

Teorema 8. Existencia del conjugado armonico de rectas
Dadas tres rectas a, b y ¢ concurrentes en un punto A, existe la recta d, tal que d es el
conjugado armonico de ¢ con respectoa a y b.

Prueba.
Dadas tres rectas a, b y ¢ concurrentes en un punto A, Se construyen los puntos B, C y

Dtalque B €a, C €a;yD € b, luego se encuentra la recta e = BD, ahora se encuentra el
punto E = c N e, se encuentra la recta f = EC, se halla el punto F = f n b y se trazan las

rectas g = FB y h = DC; Finalmente se construye el punto G = g n h. Observe en la
Figura 18 que las rectas h, f, g y e y los puntos que determinan conforman un cuadrilatero
completo, donde B y C son vértices opuestos que estan sobre a, D y F son vértices opuestos
gue estan sobre b y el otro par de vértices opuestos son E y G, donde E esta sobre c, de esta
manera, la recta d, determinada por los puntos Ay G, es el conjugado armdnico de ¢ con
respecto a a y b por Definicion de Conjunto Armdnico de rectas. Se ha mostrado que se
puede encontrar un conjugado armonico.
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Figura 18. Hallar conjugado arménico de una recta.

Teorema 9. Unicidad del conjugado armdnico

El conjugado arménico de un punto o una reta es Unico. La demostracion de este
teorema no se va a presentar en este documento debido a que resulta bastante elaborada y
puede ocupar demasiado espacio en el texto, sin embargo, si el lector quiere consultarla la
puede encontrar en el video “[materia] Cuaterna arménica” [3].

Teorema 10. Conjugado armoénico de una recta a partir de un conjunto armonico de
puntos

Dado un conjunto armonico (4,B,C,D), donde D es el conjugado armonico de D
respecto a A y B y un punto P que no pertenece a la recta que los contiene, entonces el

conjunto de rectas (AP, BP,CP,DP,) es también es un conjunto armonico, donde DP es el
conjugado armonico de CP respecto a AP y BP

Prueba:
Sea A,B,C,D , un conjunto armdnico sobre una recta p, donde D es el conjugado
armonico de C respecto a A y B, Sea P un punto que no pertenece a la recta p, se

construyen las rectas a = AP, b = BP, ¢ = CP, d = DP y el punto E sobre la recta a,
luego las retas e = BE'y f = CE' y el punto de interseccién F = f n b; finalmente se traza

larecta g = FA, entonces las rectas d, e y g, deben concurrir en un punto G, puesto que por
ser (4, B,C, D) un conjunto armdnico, existe el cuadrilatero completo determinado por las
rectas a, b, d, e, f,y g, como se puede notar en la Figura 19.
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Figura 19 Conjunto arménico de rectas de un conjunto arménico de punto.

Ahora se consideran las rectas p, e, f y g, que son parte de un cuadrilatero completo,
donde E y A es un par de vértices opuestos que estan sobre a, F y B es un par de veértices
opuestos que estan sobre b 'y C y D es un par de vértices opuestos que estan sobre ¢ y d
respectivamente, asi el conjunto de rectas (a, b, ¢, d) es un conjunto armoénico, donde d es
el conjugado armonico de c respecto a a y b, por Definicién de Conjunto Armdnico de
rectas.

Teorema 11. Conjugado arménico de un punto a partir de un conjunto armoénico de
rectas

Dado un conjunto armonico (a, b, c,d), sobre el punto E, donde d es el conjugado
armoénico de ¢ respecto a a y b y una recta p que no contiene al punto E, entonces el
conjunto de puntos (A=anp,B=bnp,C=cnp,D=dnp) es también es un
conjunto arménico, donde D es el conjugado armonico de C respectoa Ay B.

Prueba:

Sea a,b,c,d , un conjunto armonico sobre un punto P, donde la recta d es el
conjugado armdnico de c respecto a a y b, sea p una recta que no contenga al punto P, se
construyen los puntos A=anp,B=bnp,C=cnp,D=dnpylarecta e que pase
por el punto A, luego los puntos E =bney F =cneylarecta f = FB; finalmente se
crea el punto G = an f, entonces los puntos D, F y G, deben ser colineales en la recta

g = GD, puesto que por ser (a,b,c,d) un conjunto armonico, existe el cuadrangulo
completo determinado por los puntos A,B,D,E,F,y G, como se puede notar en la Figura
20.
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Figura 20. Conjunto arménico de punto de un conjunto arménico de rectas.

Ahora, se consideran los puntos P,E,Fy G, que son parte de un cuadrangulo
completo, donde e y a son un par de lados opuestos se intersecan en A, f y b es un par de
lados opuestos se intersecan en B 'y ¢ y d son un par de lados opuestos que estan sobre C y
D respectivamente, asi el conjunto de Puntos (A4, B,C, D) es un conjunto armonico, donde
D es el conjugado armonico de C respecto a A y B, por definicion de conjunto arménico de
puntos.

Lema 1. Conjugado armonico de un punto en dos haces proyectivos

Si dos haces a(A,B,C) y b(A',B’,C") son proyectivos entonces, el conjugado
armonico D de C respecto a Ay B es el homdlogo del conjugado armoénico D’ de C' resecto
aA'yB'.

Prueba
Dado un conjunto arménico A, B, C, D sobre la recta p (D es el conjugado arménico

de C respecto a A y B) se construye un punto P que no esta sobre la recta p y las rectas
a=PA, b=PB,c=PC, d=PD; el haz P(a,b,c,d) es también un conjunto arménico
por el Teorema 10 donde d es el conjugado armonico de ¢ respecto a a y b, ademas se tiene
que p(A,B,C,D) = P(a,d, c,d) por definicion de perspectividad. Ahora se construye una
recta p, que no pase P y los puntos A’ =p, na, B =p;Nnb, C=p;NcyD =p,Nnd
siendo p,(A’,B’C’,D’) un conjunto armonico por el Teorema 11 (D’ es el conjugado
armoénico de C’ respecto a A’ y B’) obteniendo que P(a,b,c,d) ~ p,(A’,B’,C’,D") por
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definicion de perspectividad. Se construye un punto P, que no pertenece a p, (Ver Figura
21).

/

’a

|/

=T | T
7

Figura 21. Construccion de un conjunto arménico de puntos a partir de un conjunto arménico de puntos.

/

/

Se hallan las rectas a” = P,A’, b” = P,B’, ¢” = P,C’ y d” = P,D’, que forman un
conjunto armonico por el Teorema 10 siendo d” es el conjugado armonico de ¢” respecto a
a” y c”, obteniéndola siguiente perspectividad p, (A’,B’,C’,D") = P, (a”,b",c’’,d"") por
definicién de perspectividad; se crea la recta p, que no pasa por P, y se encuentran los
puntos de interseccion A” =p, na”, B =p,nb", C"=p,nc"yD”"=p,nd", por el
Teorema 11 los puntos A”, B”,C” y D” forman un conjunto arménico en el que D” es el
conjugado  armoénico de C” respecto a A" 'y B”, se tiene
P, (a"’,b",c",d") = p, (A”,B”,C",D"") por Definicién de Perspectividad En la Figura 22
se ocultan las rectas a, b, ¢, d y el punto P.
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Figura 22. Haz de puntos proyectivo a conjunto arménico de puntos.

Obteniendo  p(A,B,C,D) = P(a,d,c,d) = p; (A',B’,C’,D") = P, (a”,b",c",d") =
p, (A”,C"”,D",D"), luego los haces p(A,B,C,D) y p,(A”,C"”,D"”,D"")son proyectivos
(p(A,B,C,D)~p,(A"”,C",D", D)), por Definicién de Proyectividad Concluyendo que D”
es el homologo de D.

Lema 2. Conjugado armonico de una recta en dos haces proyectivos
Si dos haces A(a, b,c), B(a',b’,c") son proyectivos, el conjugado armonico d de ¢
respecto a a y b es el homdlogo del conjugado armonico d’ de ¢’ respectoa a’y b'.

Prueba

Dado un conjunto armonico a, b, ¢, d sobre el punto P (d es el conjugado arménico
de c respecto a a y b) se construye una recta p que no esté sobre el punto P y los puntos
A=pnaB=pnb,C=pnc, D=pnd,;elhaz p(4,B,C,D) es también un conjunto
armonico por el Teorema 11 donde D es el conjugado arménico de C respecto a Ay B,
ademas se tiene que P(a,b,c,d) = p(A, D, C, D) por definicion de perspectividad. Ahora se
construye un punto P; que no pase p y las rectas a’ = P;A, b’ = PiB,c’ =P,Cyd = P,D
siendo P;(a’,b’c’,d’) un conjunto armonico por el Teorema 10 (d’ es el conjugado
armonico de ¢’ respecto a a’ y b’) obteniendo que p(A,B,C,D) = P, (a’,b’,c’,d") por,
definicion de perspectividad Se construye una recta p, que no pertenece a P; (Ver Figura
23).
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Figura 23. Construccién de un conjunto arménico de rectas a partir de un conjunto arménico de rectas.

Se hallan los puntos A” =p,na’, B"=p,Nb’, C"=p,Nnc’y D’ =p,Nnd, que
forman un conjunto armonico por el Teorema 11 siendo D” es el conjugado armdnico de C”
respecto a A” y C”, obteniendo la siguiente perspectividad
P (a’,b’,c’',d") = p,(A”,B"”,C",D"). Se crea el punto P, que no pasa por p, Yy Se
encuentran las rectas a” = P,A"”, b” = P,B", ¢” = P,C"" y d” = P,D", por el Teorema 10
las rectas a”,b”,c” y d” de la Figura 24 forman un conjunto arménico en el que d” es el
conjugado  armoénico de ¢” respecto a a” 'y b”, se tiene
p,(A”,B",C",D") = P,(a",b"",c"’,d"") por definicion de perspectividad. En la Figura 24
se ocultan los puntos A4, B, C, D y la recta p para simplificar la construccion.
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Figura 24. Haz de rectas proyectivo a conjunto arménico de rectas..

Obteniendo  P(a,b,c,d) = p(A,D,C,D) = P,(@’,b’,c’,d") = p,(A”,B"”,C",D") =
P,(@",b",c",d"), luego los haces P(a,b,c,d) y P,(a”,b"”,c"”,d") son proyectivos
(P(a,b,c,d)~P,(a”,b",c",d""), por definicién de proyectividad Concluyendo que d” es el
homdlogo de d.

Definicion de Plano Proyectivo Racional
Si en un plano existe una recta constituida por todos los conjugados arménicos de un

punto C, con respecto a otros dos Ay B (red armoénica), este plano se denomina Plano
Proyectivo Racional, en este plano se asegura que cada punto P, es el conjugado arménico
para alguna tripla de puntos X, Y, Z.

Teorema 12. Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva
Dado en el plano proyectivo racional tres puntos colineales distintos A, By C y otros

tres puntos colineales A’, By C’, sobre la misma recta o sobre rectas distintas, existe una y
solo una proyectividad que envia la tripla A, By C respectivamente en la segunda tripla
A,B'y(C'.
Prueba

Sean los puntos colineales A, B y C sobre una recta a y otros tres puntos A’,B'y C’
sobre una recta b, se considera el punto D conjugado arménico de C respecto a Ay B,
obteniendo el haz de puntos a(4, B, C, D), sea D' un punto sobre la recta b, obteniendo el
haz b(A’,B’,C',D"), si existe una proyectividad entre estos haces, se tiene que D’ es el
homologo de D por definicion de proyectividad y por el Lema 1, D’ es el conjugado
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armonico de C’ con respecto a A’y B’, por el Teorema 9, el punto D’ es Unico, por tanto la
proyectividad entre estos haces es Unica.

Teorema 13. Dual del Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva

Dado en el plano proyectivo tres rectas concurrentes distintas a, b y ¢ y otras tres
rectas concurrentes a’, b’y ¢’, que pasan por puntos distintos o por el mismo punto, existe
una y solo una proyectividad que envia la tripla a, by c respectivamente en la segunda
triplaa’,b’y c'.
Prueba

Sean las rectas a, b y ¢ que concurren en A y otras tres rectas a’, b’ y ¢’ que concurren
en B, se considera la recta d, conjugado armoénico de ¢ respecto a a y b, obteniendo el haz
A(a,b,c,d), sea d’ una recta sobre el punto B, obteniendo el haz B(a’,b’,c’,d"), si existe
una proyectividad entre esto haces, se tiene de d’ es el homologo de d por definicion de
proyectividad y por el Lema 2, d’ es el conjugado arménico de ¢’ con respecto a a’y b’, por
el Teorema 9 el punto d’ es Unico, por tanto existe una Unica proyectividad entre los haces
A(a,b,c,d)yB(a’,b’,c',d").

Definicion de hexagono simple

6 2
2 6
(aya,asa4asa,) Si estd determinado por sus lados (hexdgono de rectas); se nota

(A1A,A3A,AsAg) sioesta determinado por sus veértices (hexdgono de puntos). En esta
notacion es importante la forma en que se escriben los vértices y lados, puesto que se
escriben en orden consecutivo, por ejemplo A; y A, son vértices consecutivos, es decir
pertenecen a un mismo lado del pentagono, asi mismo a, y a, son lados consecutivos, es
decir se intersecan en un vértice del pentagono.

La configuracion plana se denomina hexagono simple. Se nota

Definicion de pentagono simple

La configuracion plana se denomina pentagono simple. La notacion es

N Ul

2
5
analoga a la del hexagono simple.

Definicidn de lado opuesto a un vértice de un pentagono

En un pentagono sencillo, un vértice es opuesto a un lado si y solo si los lados que lo
determinan intersecan al lado opuesto en puntos que no son vértices del pentagono, asi
mismo se dice que el lado es opuesto al vértice.

Definicidn de recta diagonal de un pentagono
En un pentagono sencillo una recta es diagonal si y s6lo si esta determinada por dos
de sus vértices no consecutivos.
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Definicion de punto diagonal de un pentagono
En un pentagono sencillo un punto es diagonal si y solo si estd determinado por la

interseccién de dos de sus lados no consecutivos.

Definicion de hexagono inscrito en una conica
Un hexégono simple esta inscrito en una conica si sus vértices pertenecen a ella.

Definicion de hexagono circunscrito a una conica
Un hexagono simple esta circunscrito en una cénica si sus lados son tangentes a ella.

Teorema 14. Teorema de Brianchon
Si un hexagono simple (a,a,asasasae) €s circunscrito en una cénica, entonces, las

rectas determinadas por los puntos de interseccion de las rectas que pasan por cada par de
veértices opuestos, concurren, es decir, las rectas r = AB,s = CD y t = EF concurren, en
donde A y B son vértices opuestos, D y C son vértices opuestos y E y F son vertices
opuestos, observe la Figura 25, en donde, A=a;Na,, B=a,Nas, C=a,Nnas,
D=asNag E=a3Nay,F =agNa.

Figura 25. Teorema de Brianchon.

Prueba
Sean las rectas a,,a,, as, a,, as,a, tangentes a un conica formando el hexagono

sencillo (ayaasasasag), tal que A=a;Nna,,B=a,Nnas,C=a,NasD=asnN
ag, E=a3na,, F=a,Nag donde A y B son vertices opuestos, D y C son Vvértices
opuestos y E' y F son vértices opuestos del hexagono simple, se hallan las siguientes rectas
r = AB,s = CD,t = EF. (Ver Figura 26)
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Figura 26. Hexagono simple para demostracién del Teorema de Brianchon.

Luego se hallan las rectas u = AD,v =FB y los puntos G =a, Nas,H =a, N
ag,l =a,Nnay ] =a,nae (Ver Figura 27)

a f v a T

~, ‘v

Figura 27. Demostracion del Teorema de Brianchon.

Obteniendo los haces de rectas D(u, s, as, ag), F(a;, t,v,aq) Yy los haces de puntos
a,(A,C,G,H) a,(I,E,B,]), se tienen las siguientes perspectividades D(u,s,as,ag) =
a,(A,C,G,H)y F(ay, t,v,ae) = a4(I,E,B,]), por definicion de perspectividad.

31



Ahora, por el Teorema 6, se puede considerar dos rectas cualesquiera tangentes a la
conica como bases de haces proyectivos que la generen, en particular se eligen las rectas a,
y a4, oObteniendo siguiente proyectividad, a, A,C,G,H ~a, I,E,B,J, como
D(u,s,as,a¢) = a,(A,C,G,H)~ a,(I,E,B,]),F(a, t,v,ae), por definicion de
perspectividad los haces de rectas D (u, s, as,ag) Y F(a4, t, v, ag) son perspectivos.

Por definicion de perspectividad, los puntos de interseccion de las rectas homdlogas

son colineales, sabiendoque A=una,,B=vNasyr = AB en laFigura 27, entonces el
punto L = s Nt esté larecta r. (Ver Figura 28).

a, f ¥ a, r

Figura 28. Concurrencia Teorema de Brianchon.

Por tanto las rectas r, t y s concurren quedando demostrado el Teorema.

Teorema 15. Teorema de Pascal

Si un hexagono simple (Ay,A,, A3, Ay, AsAg) esta inscrito en na coénica, las
intersecciones de los lados opuestos son colineales, es decir, los puntosR =anb,S =cn
dyT =en f concurren, en donde a y b son lados opuestos, d y ¢ son lados opuestos y e
y f son lados opuestos, observe la Figura 29, en donde, a = A;4,, b = A,Ag, ¢ = A, A3,

d= A5A6, e = A3A4,f = A6A1.
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Figura 29. Teorema de Pascal.

Prueba.

Sean los puntos Aq,A,, A5, A, As, Ag SObre conica como vértices del hexagono
sencillo  (A;4,A3A,A546), tal que a= A 4, b= AA5,¢c = AA5,d = AAg, e =
AzA,, f = AAg, donde a y b son lados opuestos, d y ¢ son lados opuestos y e y f son
lados opuestos del hexagono simple, se hallan los siguientes puntos R=anb,S =cnN
d,T = e n fen la Figura 30.

Figura 30. Hexéagono simple para demostracion del Teorema de Pascal.
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Luego se hallan los puntos U=and,V=fnb vy las rectas g = A,As,h =
A2A6,i = A4A1,j = A4A6. (Ver Figura 31)

i g El d )

(.
— )/

Figura 31. Demostracion del Teorema de Pascal.

E

Obteniendo los haces de puntos d(U, S, As, 4g), f (A1, T,V,As) Y los haces de rectas
A,(a,c,g,h) A,(i,e b,j), se tienen las siguientes perspectividades d(U,S, As, Ag) =
A,(a,c,g,h) y f(A,,T,V,As) = Au(i,e, b,j), por definicibn de perspectividad. Ahora
teniendo en cuenta el Teorema 5, se puede considerar dos puntos cualesquiera de la conica
como centros de haces proyectivos que la generen, en particular se eligen los puntos A, y
A,, obteniendo  siguiente  proyectividad, A, a,c,g,h ~A, i,e,b,j, como
d(U,S,As, Ag) = Ay(a,c,g,h)~ Ay(i,e, b, j), f(A,T,V, Ag), por  definicién de
perspectividad los haces de puntos d(U, S, A5, A¢) Y f(A4,T,V, Ag) son perspectivos.

Por definicion de perspectividad, las rectas que pasan por los puntos homdlogos
concurren, sabiendo que a = UA,;,b = VAs Yy R = an b (Ver Figura 31) entonces la recta

ST pasa por el punto R. (Ver Figura 32)
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Figura 32. Colinealidad del Teorema de Pascal

Por tanto los puntos R, S y T con colineales, quedando demostrado el Teorema.

Teorema 16. Pentagono sencillo de puntos
Si un pentagono sencillo (ABCDE) se inscribe en una cénica s de tal manera que si

a=AB,b=BC,c=CD,d =DE,e=EAymes una recta tangente a s que pasa por el
punto E, entonces los puntos P =anm,Q =bNndyR = cn e, son colineales.

Prueba:

Para probar este teorema se debe considerar el pentdgono simple, como la
degeneracion de un hexagono simple y aplicar el Teorema 15, es decir, considérese el
hexagono simple (ABCDEF), donde a = AB, b=BC, c=CD,d=DE,e=AF vy f =
EF, por el Teorema 15 los puntos P =and, Q =bnfy R =cne, son colineales tal
como muestra la Figura 33.
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Figura 33 Teorema de Pascal para Teorema 16

Notese que si se hacen coincidir los puntos C y D, la recta ¢ es tangente a la conica s
en el punto D, como se muestra en la Figura 34, es decir, la recta ¢ cunple el papel de la
recta m, en el enunciado y como la colinealidad de los puntos P, Q y R, se mantiene, se ha
demostrado el teorema.

Figura 34 Recta tangente de pentagono circunscrito en una conica.

Nota: El punto R, del problema anterior, se denominara como punto Pentagonal; este
se define como el punto determinado por un lado del pentagono vy la recta de tangencia de
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la conica que pasa por el vértice opuesto a dicho lado. La recta que contiene a los puntos
P, Q y R del problema anterior se denominara base Pentagonal, esta se define como la recta
que contiene al punto pentagonal y a los puntos de interseccion determinados por los lados
no consecutivos del pentdgono, que no contienen a dicho punto, es decir los puntos
diagonales determinados por los lados no consecutivos que no contienen al punto
pentagonal.

Teorema 17. Pentagono sencillo de rectas
Si un pentagono sencillo (abcde) inscribe una conica s, donde A=anb, B=bn
c,C=cnd,D=dne, E=enayM es el punto de tangencia a s que sobre la recta e,

entonces las rectas p = AM, q = BD y r = CE, son concurrentes.

Prueba:

Para probar este teorema debe considerar el pentdgono simple, como la degeneracién
de un hexégono simple y aplicar el Teorema 14, es decir, considérese el hexagono simple
(abcdef), donde A=anb,B=bnc,C=cnd, D=dne, E=enfyF=fna,
por el Teorema 14, las rectas p = AD, q = BE y r = CF, son concurrentes tal como
muestra la Figura 35.

Figura 35 Teorema de Brianchon para Teorema 17.

Notese que si se hacen coincidir las rectas ¢ y d, el punto C es el punto de tangencia a
la conica s sobre la recta d, como se observa en la Figura 36, es decir, el punto C cumple el
papel del punto M, en el enunciado y como la concurrencia de las rectas p,qyr, se
mantiene se ha demostrado el teorema.
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Figura 36 Punto de tangencia de un pentagono inscrito en una cénica.

Nota: La recta r, del problema anterior, se denominard como recta Pentagonal, esta
se define como la recta determinada por un vértice y el punto de tangencia de la cénica con
su lado opuesto. El punto de concurrencia de las rectas p,q y r del problema anterior se
denominara centro Pentagonal, este se define como el punto de concurrencia de la recta
pentagonal con las diagonales determinadas por los vértices que no pertenecen a ella.
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Resultados

En este capitulo se expone la solucién a los problemas de interés de este trabajo de grado,
enunciando y demostrando los lemas y teoremas que se requieren para su solucion. La
secuenciacion de estos problemas estd dada por el principio de dualidad, dado que, el
problema 2 es el dual del problema 1, asi como los lemas y teoremas usados en el problema
2 son los duales de los lemas y teoremas usados en el problema 1, respectivamente; de la
misma manera, el problema 4 es el dual del problema 3 y el problema 6 es el dual del
problema 5.

Problema 1. Dados cinco puntos, encontrar la conica que los contiene (PPPPP)

Para la solucion de este problema se parte de la construccién de conica puntual, para
probar su existencia y luego se muestra que esta determinada de manera Unica por cinco
puntos.

Teorema 3. Existencia de la Conica Puntual
Una conica puntual existe.

Prueba

Dados los puntos P y Q, se construyen los haces P(a,b,c) y Q(a’,b’, c”) proyectivos,
siendo las rectas a, b y c homologas a a’, b’ y ¢’ respectivamente, sean los puntos A = a n
a’,B=bnb'yC=cnc. (VerFigura37).

o
-

Figura 37. Haces de rectas proyectiva para el Teorema 3.
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Se halla el punto D =anc’ y el punto E =a’ nc (la interseccion de las rectas
homdlogas a a y ¢’); sea larecta e = ED, se halla el punto F de interseccion entre las rectas
by c, el punto G de interseccion entre las rectas b’ y ¢ y sea la recta f = FG; por el
Teorema 2, en la Figura 38, el punto de interseccion H = f N e es el punto de concurrencia

de todas las rectas determinadas por el punto de interseccion de dos rectas no homdlogas y
el punto de interseccion entre sus correspondientes (Punto de Pappus).

\¢ { . a /o
Y b | ‘//
/
\ /
/
\ /
/
\ /
\

Figura 38. Punto de Pappus.

Asi para cualquier recta d que pasa por P, se puede hallar su homdloga en la

proyectividad, hallando el punto I de interseccién entre d y ¢’, luego la recta g = HI y el
punto /] = c N g, entonces la recta d’ = Q nJ es la recta homdloga de d, luego el lugar
geométrico del punto K =d nd’, corresponde al lugar geométrico generado por la
interseccion de todas las rectas homélogas (d y d’) en la proyectividad. Por la Definicion de
Conica (Steiner) el lugar geométrico de estos putos de interseccion es una cénica, como se
observa en la Figura 39.
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Figura 39. Existencia de Conica

Teorema 5. Centros de haces proyectivos
Dos puntos cualesquiera, distintos de una conica pueden ser utilizados como centros
de dos haces proyectivos que la generan.

Prueba.

Sea el haz R(a, b, c,d), una recta m que no contiene a R y los puntos de interseccion
A=anm,B=bnm, M=cnmy L=dnm,; Se forma la Perspectividad elemental
R(a,b,c,d) = m(A,B, M, L). (Ver Figura 40).

Figura 40. Perspectividad elemental para Teorema 5
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Se crea una recta n que contiene al punto A y se halla el punto C de interseccion de
esta recta con la recta ¢ (C = cnn), sea T un punto sobre la rectan y la recta b’ = BT,
luego se crea el punto Q = b’ Nnc, larectae = LQ y el punto U = e nn. Sea S un punto
cualquiera sobre b’, se construyen las rectas, a’ = AS, ¢’ = CS y d’ = US como se observa
en la Figura 41.

t

Figura 41. Construccién de dos haces de rectas proyectivas.

Notese que los haces R(a, b,c,d) y S(a’,b’,c’,d") son proyectivos, dado que se tiene
la  sucesion R(a,b,c,d) = m(A,B, M, L)gn(A, T,C,U) = S(a',b',c',d). “Son
perspectivos desde el punto Q ya que las rectas que pasan a través de los puntos homélogos
concurren en este punto. Ahora sea el punto D = d n d’, por Definicion de Conica (Steiner)
la interseccién de las rectas homologas de los haces R(a, b,c,d) y S(a’,b’,c’,d’) generan
una conica h como se observa en la Figura 42.
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Figura 42. Cénica con Ry S como centro de haces que la generan.

Luego se traza larecta f = BD, el punto V.=d nb’, el punto N =cnd'y larecta
g = DC para obtener la perspectividad B(b’,b,m, f) =~ d(V,R, L, D). (Ver Figura 43).

i

¢V

Figura 43. Construccion de dos haces perspectivos.

Se tiene la perspectividad d V,R,L,D g d'(S,N,U, D), consideremos la siguiente
perspectividad d' S,N,U,D = C(c’,c,n,g), con lo anterior se determina la siguiente
sucesion de perspectividades, B b,bm,f ~dV,R,L,D =d" S,N,UD =

L)

C c’,c,n, g ,que define la proyectividad B(b’,b,m, f)~C(c’,c,n, g).
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En la Figura 43 los puntos S=b'Nnc, R=bnc, A=mnny D= fng, por
Definicion de Conica (Steiner), son los puntos de la conica generados por los haces
B b,b,m,f y C(c’,c,n,g), que coinciden con los puntos generados por los haces
R(a,b,c,d)y S(a’,b’,c’,d"), es decir los puntos de la conica h y asi se concluye que dos
puntos cualesquiera de una conica pueden ser tomados como centros de haces proyectivos
que la generan.

Teorema 18. Cinco puntos
Una conica esta determinada de forma unica por cinco de sus puntos.

Prueba:

Dados los puntos A, B, C, D, y E, no colineales tres a tres, por el Teorema 3, existe
una cénica que los contiene y por el Teorema 5, se pueden tomar dos de sus puntos como
bases de haces de rectas proyectivos que la generan, por ejemplo los puntos A y B, se
construyen las rectas a = AC, b = AD y ¢ = AE, que conforman el haz A(a, b, ¢), luego,

las rectas a’ = BC, b’ = BD y ¢’ = BE, para formar el haz B(a’, b’,c"), como se expone
en la Figura 44.

Figura 44. Haces con centros en Ay B.

Haciendo uso del Teorema 13, se garantiza que sélo existe una proyectividad que
envia la tripla de rectas a, b, ¢ en la tripla de rectas a’, b’,c¢’, por lo tanto el conjunto de
puntos generado por la interseccion de las rectas homdlogas de esta proyectividad, también
es Unico, dicho conjunto de puntos es la conica que contiene los puntos A, B, C,D, E (ver
Definicion de Conica (Steiner)). Quedando asi demostrado.

Problema 2. Dadas cinco rectas encontrar la conica que es tangente a ellas (RRRRR)
Para solucionar este problema se parte de la construccion de conica tangencial, para
mostrar su existencia y luego se prueba que estd determinada de manera Unica por cinco
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rectas. Posteriormente se presenta una solucion alternativa procedente del teorema de
Pascal.

Teorema 4. Existencia de la Cénica Tangencial
Una conica tangencial existe.

Prueba
Dadas las rectas p y q, se construyen los haces p(A4,B,C) y q(A’,B’,C’) proyectivos,
siendo los puntos A, B 'y C homologos a A’, B’ y C’ respectivamente, sean las rectas

a=AA",b=bb"yc = cc. (Ver Figura 45).

b c

Figura 45. Haces de puntos proyectivos para el Teorema 4.

Se halla larecta d = AC’ y la recta e = A’C (la recta determinada por los homdlogos
de los puntos Ay C’); sea el punto E = e N d, se halla la recta f determinada por los puntos
By C’, la recta g determinada por los puntos B’y C y sea el punto F = f n g; por el
Teorema 2, la recta generada por los puntos F y E (h = FE) de la Figura 46, es aquella en
donde estan todos los puntos de interseccion de una recta determinada por dos puntos no
homdlogos v las rectas determinadas por sus correspondientes (recta de Pappus).
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Figura 46. Recta de Pappus.
Asi para cualquier punto D en la recta p, se puede hallar su homologo en la
proyectividad, hallando la recta i de interseccion entre D y C’. Seael punto G = hniyla
recta j = CG, entonces el punto D’ =q nj es el homologo de D; se construye la recta

k = DD'. En la Figura 47, se ocultan las rectas d,e y f y los puntos E y F para simplificar
la imagen.

Figura 47. Construccién de una recta d’ homéloga a la recta d.

Luego el lugar geométrico de las rectas k, corresponde al lugar geométrico generado
por la unién de todos los puntos homologos (D y D’) en la proyectividad. Por la Definicion
de Conica tangencial, el lugar geométrico de estos putos de interseccion es una conica
tangencial como se observa en la Figura 48.
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Figura 48. Existencia de una conica tangencial.

Teorema 6. Bases de haces proyectivos
Dos rectas cualesquiera, distintas de una cénica tangencial pueden ser utilizadas
como bases de dos haces proyectivos que la generan.

Prueba

Sea el haz r(A,B,C,D), un punto M que no esta en la recta r y las rectas a = AM,
b=BM, m=CM y l=DM; Se forma la Perspectividad elemental r(A,B,C,D) =
M(a,b,m,1). (Ver Figura 49).

Figura 49. Perspectividad elemental para Teorema 6.

Se crea un punto N sobre la recta a y se halla la recta ¢, que pasa por los punto C y N
(c = CN), sea t una recta que pasa por el punto N y sea el punto B’ = b N t, luego se crea
larecta g = B’C, el punto E =1lngq y larecta u=FEN. Sea s una recta cualquiera que
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contiene a B’, se construyen los puntos, A’ =ans,C =cnsyD =uns. (Ver Figura
50).

b

Figura 50. Construccion de dos haces de rectas proyectivas.

Notese que los haces r(A,B,C,D) y s(A’,B’,C’,D’) son proyectivos, dado que se
tiene la sucesion r(4,B,C,D) ~ M(a,b,m, l)%N(a, t,c,u) ~ s(A’,B',C',D"). (Son
perspectivos desde la recta g, ya que la interseccién de las rectas homdlogas estan sobre q).
Ahora larecta d = DD’, por Definicién de Cénica Tangencial las rectas que pasan por cada
par de puntos homologos de los haces r(A4,B,C,D) y s(A’,B’,C’, D’) generan una conica. h.

Mostrada en la Figura 51, se ocultaron las rectas q, m, u, t y los puntos N y E para
simplificar la construccion.

Figura 51. Conica con ry s como bases de haces que la generan.
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Luego halla el punto F =bnd, la recta v =BD’, la recta n = CD" y el punto
G = d n ¢ para obtener la perspectividad b(B’,B,M,F) = D(v,r,l,d). (Ver Figura52).

Figura 52. Construccion de dos haces perspectivos 1.

Se tiene la perspectividad D v,r,l,d %D’(s,n,u, d), consideremos la siguiente

perspectividad D’ s,n,u,d = c(C',C,N,G) con lo anterior se determina la siguiente
sucesion de perspectividades,
b B ,B,M,F =D v,r,l,d %D’ s,n,u,d ~c C',C,N,G ,que define la proyectividad
b(B’,B,M,F)~c(C',C,N,G).

En la Figura 52 las rectas s = B’'C’, r = BC, a = MN y d = FG, por Definicién de
Conica tangencial Son las rectas de la conica generadas por los haces b B',B,M,F 'y
c(C',C,N,G), que coinciden con las rectas generadas por los haces r(A,B,C,D) y
s(A',B’,C’,D"), es decir las rectas tangentes a la conica h y asi se concluye dos rectas
cualesquiera tangentes a una conica pueden ser tomadas como bases de haces proyectivos
que la generan.

Teorema 19. Cinco rectas
Dadas cinco rectas existe una unica conica que es tangente a estas.

Prueba:

Dados las rectas a, b, ¢, d, y e, no concurrentes tres a tres, por Teorema 4, existe una
conica tangencial que los contiene y por Teorema 6, se pueden tomar dos rectas como bases
de haces de puntos proyectivos que la generan, por ejemplo las rectas a y b, se construyen
lospuntosA=anc, B=andyC =an e, que conforman el haz a(4, B, C), luego, los
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puntos A'=bnc, BB=bndy C'=bne, para formar el haz b(A’,B’,C"), como se
expone en la Figura 53.

Figura 53. Haces con basesay b

Haciendo uso del Teorema 12 se garantiza que sélo existe una proyectividad que
envia la tripla de puntos 4, B, C en la tripla de puntos A’, B’, C’, por lo tanto el conjunto de
rectas generadas por la union de los puntos homologos de esta proyectividad también es
unico, dicho conjunto de rectas genera una conica tangencial (ver Definicion de Cénica
tangencial). Quedando asi demostrado.

Problema 2.1. Dadas cinco rectas encontrar una Conica Puntual que sea tangente a
estas

En el Problema 2 se encontrd una conica tangente a cinco rectas dadas, sin embargo,
alli se muestra el lugar geométrico de todas las rectas tangentes, puesto que se trata de una
Conica Tangencial. En este problema se da una solucién alternativa al Problema 2, con el
animo de mostrar de forma mas precisa la conica que se quiere encontrar.

Sean a,b,c,dye, las rectas dadas, hallense los puntos A=anb, B=bnc,
C=cnd, D=dne y E =ena, considérese el pentdgono (abcde), se trazan las

diagonales f=CE y g =BD, luego su punto de interseccion F = f n g (centro

pentagonal), se traza la recta h = AF, usando reciprocamente el Teorema 17 se asegura que
el punto T; = hnd, es el punto de tangencia de una conica inscrita en el pentdgono, es
decir, se ha hallado el punto de tangencia sobre la recta d segun muestra la Figura 54.
Notese que la recta h es una recta pentagonal, puesto que d es el lado opuesto al vertice E.
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Figura 54 Punto de tangencia sobre uno de los lados del pentagono.

Hallando todas las rectas pentagonales se encuentran los puntos de tangencia sobre
los otros lados, en la Figura 55 se muestran las rectas pentagonales de color verde y los
puntos de tangencia de color rojo.

Figura 55. Puntos de tangencia sobre los lados de un pentagono.

Hallados los puntos de tangencia sobre las rectas dadas, el problema se reduce a
encontrar la conica s que los contiene, puesto que esta es Unica como se expone en el
Problema 1. Para facilitar la comprension de la construccion, en la Figura 56 se ocultan las
diagonales del pentagono y se maraca la conica s (determinada por los puntos
Ty, T,, T3, T, y Ts) de color azul.
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Figura 56. Conica Puntual tangente a cinco rectas dadas.

Problema 3. Dadas cuatro rectas y un punto, encontrar la conica tangente a las rectas
y que contiene el punto (PRRRR)
Para la solucion de este problema se considera el punto dado como el punto de

tangencia de alguna recta que conforma, con las cuatro rectas dadas, un pentagono de rectas
que inscribe una conica, es decir, el problema se reduce a encontrar la recta tangente a la
conica, cuyo punto de tangencia es el punto dado, para poder hacer uso del problema 2.1.

Lema 3. Cédnica que contiene a 3 puntos dados y un punto variable
Dadas dos rectas a y b, su punto de interseccién P, los puntos A € a'y B € b fijos y

un punto Q que no pertenece ni a a nia b, si un punto D € b es variable y E es el punto de
interseccion entre las rectas DQ y a, entonces el punto F = BE n AD, genera una unica
conica que pasa por los puntos A, B 'y P al mover el punto D sobre la recta b.

Prueba:
Sean las rectas a y b, su punto de interseccion P, los puntos A € a'y B € b fijos y un

punto Q que no pertenece ni a a ni a b, sea D € b un punto variable y E el punto de
interseccion entre las rectas ¢ = DQ y a, se construyen las rectas d = AD y e = BE, el
punto F = d N e y un nuevo punto D’ € b, que representa una ubicacién del punto D, en la
Figura 57, Fes el punto que genera la conica al mover el punto D.
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Figura 57. Construccion para Lema 3.

Ahora se construye la recta f = D'Q, luego el punto E' = a n f, después las rectas

g=AD"y h=BE' y el punto G = g n h, entonces considérense los haces de rectas
A(a,d,g) y B(b,e, h), que son proyectivos. Obsérvese en la Figura 58 que las rectas ay h
(no homdlogas) determinan el punto E’ y sus correspondientes, b y g, determinan el punto

D’ y la recta D'E’ contiene al punto Q, al igual que la recta DE, en donde el punto E esta
determinado por la interseccion entre aye, y el punto D estd determinado por la
interseccion de sus homélogas b y d; luego el punto Q es el punto de Pappus para la
proyectividad, lo que garantiza que para cualquier punto D, el punto F es el punto de
interseccion entre dos rectas homologas, que por Definicién de Conica (Steiner), genera
una Conica Puntual que es Unica y que contiene a los puntos A y B que son los centros de la
proyectividad y al punto P que es un punto de interseccién entre rectas homologas.
X )

n [ =]

Figura 58. Haces proyectivos para Lema 3.
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Teorema 20. Existen dos cénicas que son tangentes a cuatro rectas dadas y contienen
un punto dado

Prueba:
Sean a, b,cy d las rectas dadas y P el punto dado, se hallan los puntos A = a n b,
B=bncy C=cnd, luego se construye la recta e = BP, un punto D € d y la recta

f = DP, se encuentra el punto E = a N f, despues las rectas g = AD y h = CE y su punto
de interseccion F = g n h, que por el Lema 3, genera una Unica conica que contiene los
puntos Q, Ay C, siendo Q el punto de insterseccion entre las rectas a y d, puesto se tiene D,
un punto variable sobre la recta d, la recta f = DP, el punto de interseccion E = a n f, las

rectas g = AD y h = CE y su punto de interseccion F. Se puede construir dicha cénica
hallando un punto F’ para otro punto D’ sobre la recta d. El punto F, genera la region
punteada (conica que contiene los puntos Q, Ay C) en la Figura 59.

Figura 59. Cénica auxiliar para problema 3.

Sea k la cdnica generada por el punto F, se hallan los puntos G y H de interseccién de

la conica k con la recta e, se construyen las rectasi = AGy j = CG,lospuntos I =jnay
J =ind, haciendo uso nuevamente del Lema 3, los puntos I,] y P son colineales, puesto
que el punto I debe ser el punto de la cénica que corresponde al punto J sobre la recta d.
Ahora considerese el pentdgono determinado por las rectas a,b,c,d yl, donde [ estd
determinada por los puntos I y J, la conica inscrita en este pentagono corta a la recta [ en el
punto P, segun el Teorema 17, puesto que las rectas e, iy j son concurrentes en el centro
pentagonal G, entonces se construye la cénica p que es una de las soluciones al problema y
gue prueba la existencia de una de las conicas del problema como se muestra en la Figura
60 (se ocultan las rectas f, g, h y los puntos D, E, F, para simplificar la imagen).
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Figura 60. Existencia de una conica tangente a cuatro rectas y que contiene un punto.

La segunda conica se encuentra considerando el punto H (otro centro pentagonal) de

interseccion de la conica k con la recta e, es decir, se trazan las rectas m = AH y n = CH,
luego los puntos S =nnNnay R =mnd, usando nuevamente el Lema 3 se puede concluir
que los puntos S,Ry P son colineales, entonces ahora se considera el pentdgono
determinado por las rectas a, b, ¢, d y q, siendo g la recta determinada por los puntos S y R,
finalmente se construye la cénica r que esta inscrita en el pentagono y contiene a P, segln
el Teorema 17, la conica r, que es otra solucion al problema, se sefiala de color azul en la
Figura 61, demostrando asi el teorema.

Figura 61. Existencia de dos conicas tangentes a cuatro rectas y que contiene un punto.
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Problema 4. Dada una recta y cuatro puntos, encontrar la conica tangente a la recta y
gue contiene los puntos (PPPPR)
Para la solucion de este problema se considera la recta dada como la recta tangente

que contiene a algin punto que conforma, con los cuatro puntos dados, un pentagono de
puntos que esta circunscrito una conica; el problema se reduce a encontrar el punto de
tangencia de la conica, cuya recta tangente es la recta dada, para poder hacer uso del
problema 1.

Lema 4. Lema Conica tangente a 3 rectas dadas y una recta variable
Dados dos puntos Ay B, la recta p que determinan, las rectasay b talesque A € a 'y

B € b fijas y una recta g que no pasa ni por A ni por B, si una recta d, tal que B € d es
variable y e es la recta determinada por los puntos C = d n q y A, entonces la recta ¢ =
DE,siendo D =bneyE =and, genera una conica Unica tangente a las rectas a,b y p
al mover la recta d alrededor del punto B.

Prueba:

Sean los puntos Ay B, la recta p que determinan, las rectas ay b, talesque A € a 'y
B € b fijas y una recta g que no pasa ni por a ni por b, sea d una recta tal que B € d
variable y e la recta determinada por los puntos C = d N q y A, se construyen los puntos
D=andyE=bne,larectac = DE yunanueva recta d’ que pasa por el punto B, que
representa otra ubicacion de la recta d. (Ver Figura 62, la recta c, que genera la conica, se
sefiala de color marrén).

Figura 62. Construccion para Lema 4.
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Ahora se construye el punto F = d' n g, luego la recta e’ = AF, después los puntos

G=and yH=bne'ylarecta g= GH, entonces considérense los haces de puntos
a(A,D,G) y b(B,E,H), que son proyectivos. Obsérvese en la Figura 63 que los puntos
Ay H (no homélogos) determinan la recta e’ y sus correspondientes, B y G, determinan la
recta d’ y el punto F = d' n e’ pasa por la recta g, al igual que el punto C = d n e, siendo e
la recta determinada por los puntos Ay E'y d la recta determinada por sus homélogos B y
D; luego la recta g es la recta de Pappus para la proyectividad, lo que garantiza que para
cualquier recta d, la recta c es el recta determinada por dos puntos homologos, que por
Definicion de Conica tangencial Genera una Conica Tangencial que es Unica y que es
tangente a las rectas a y b que son los centros de la proyectividad y la recta p que es recta
determinada por puntos homologos.

q 3

Figura 63. Haces proyectivos para Lema 4.

Teorema 21. Existen dos conicas que son tangentes a una recta dada y contienen
cuatro puntos dados

Prueba:

Sean A,B,C y D los puntos dados y p la recta dada, se hallan las rectas a = AB,
b =BCyc = CD, luego se construye el punto E = b Nnp, yunarectad,talque D € d y el
punto F = d N p, se traza la recta e = AF, después los puntos G =andyH =cneyla
recta f = GH, que por el Lema 4, genera una unica conica que es tangente a las rectas
q,ayc, (en la Figura 64 se aprecia esta conica de color amarillo), siendo g la recta
determinada por los puntos A y D, puesto que se tiene d, una recta variable que contiene al
punto D, un punto F =d N p, la recta e determinada por los puntos Ay F, los puntos
G=andy H=cneylarecta f que determinan estos puntos, como se ilustra en la
Figura 64.
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Figura 64 Cénica auxiliar para problema 4

Sea k la conica generada por la recta f, se hallan las rectas g y h tangentes a la conica
k por el punto E, se construyen los puntos  =angyJ=cngylasrectasi=1IDy

j = JA, haciendo uso nuevamente del Lema 4, las rectas i,j y p son concurrentes, puesto
que la recta g debe ser la recta tangente a la conica que le corresponde a la recta j, que pasa
por el punto D. Ahora considérese el pentdgono determinado por los puntos A,B,C,D y L,
donde L es el punto de concurrencia determinado por las rectas i y j, la conica circunscrita
en este pentadgono corta a la recta p en el punto L, segin el Teorema 16, puesto que los
puntos E,Iy] pertenecen a la base pentagonal g, es decir son colineales, entonces se
construye la conica t (En la Figura 65 esta conica se sefiala de color rojo) que es una de las
soluciones al problema y que prueba la existencia de una de las cénicas del teorema como
se muestra en la Figura 65 (se ocultan los puntos F, G, H y las rectas d, e, f, para simplificar
la imagen).
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Figura 65. Existencia de una cénica que contiene cuatro puntos y es tangente a una recta.

La segunda conica se encuentra considerando la base pentagonal h tangente a la
conica k por el punto E, es decir, se hallan los puntos M =anhy N =c n h, luego las
rectas s = NA y r = MD, usando nuevamente el Lema 4 se puede concluir que las rectas
s, Ty p Son concurrentes, entonces, ahora se considera el pentdgono determinado por los
puntos A,B,C,Dy Q, siendo Q el punto determinado por las rectas s y r, finalmente se
construye la cénica u (en la Figura 66 se sefiala la conica de color azul) que esta
circunscrita en el pentdgono y es tangente a la recta p, segun el Teorema 16, demostrando
asi el teorema.
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Figura 66. Existencia de dos cénicas que contienen cuatro puntos y es tangente a una recta.

Problema 5: Dadas tres rectas y dos puntos, encontrar la conica tangente a las tres
rectas y que contiene los dos puntos (PPRRR)

Nuevamente se parte de considerar los puntos dados como dos puntos de tangencia
sobre algun par de rectas, que conforman un pentagono de rectas, con las tres rectas dadas y
que inscribe una coénica, para esto, se muestra una manera de encontrar centros
pentagonales y rectas pentagonales, debido a que estos objetos son clave en la resolucién de
este problema.

Lema 5. Lema Punto invariante

Dados los puntos A,ByC, y las rectas a,byc, tal que A€a,BEbyC €c, sead
otra recta que pasa por B variante, la recta e = DC, siendo D = a n d, entonces, para todas
las rectas d, la recta de tangencia p que contiene a A, de todas las conicas tangentes a
b,c,d y e y son contienen al punto A, permanece invariante.

Prueba

Sean A,By C, los puntos dados, las rectas a,byc, tal que A€a,BEbyC€Ec, d
otra recta que pasa por B variante, y e = DC, siendo D = a N d, sea k, una de las conicas
gue son tangentes a las rectas b,c,d y e y contiene al punto A, cuya existencia esta dada
por el Problema 3, se traza la recta p, tangente a k por el punto A, se hallan los puntos
E=pnbyF =pnc, considérese el pentagono simple con lados b,d,e,c y p, se trazan

las diagonales g = BF y h = EC, que deben ser concurrentes con la recta a, puesto que a
es una recta pentagonal, como consecuencia del Teorema 17, y puesto que las rectas
a, by c, estan fijas, al igual que los puntos A, B y C, la concurrencia siempre se mantiene,
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para cualquier posicion de la recta d, y por tanto la recta p permanece invariante. En la
Figura 67, se muestra el punto D, sobre la recta fija a, que varia a medida que lo hace la
recta d.

Figura 67. Construccion para el Lema 5.

Lema 6. Lema Punto de tangencia, pentagono de rectas

Si un pentagono simple (abcde), talque A=ane,B=bna, C=cnb,D=dnc
y E= e n d inscribe una conica s, de tal manera que los puntos de tangencia en los lados c
y d,son Ty U respectivamente, seabn f =Xy bnd = Z, donde f = AT, por definicion
f una recta pentagonal, ademés se construye h n g = P, donde h es la diagonal que pasa
por los punto E y C, es decir que P es un centro pentagonal y g es la recta pentagonal BU,
entonces la recta g es tangente en P a la cénica r, determinada por los puntos

A, E,X,Zy P,como muestra la Figura 68, (la cdnica r se sefiala con color azul y la conica s
de color violeta).
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Figura 68. Ilustracion para el Lema 6.

Prueba:

Considerese la construccion de la Figura 68, se traza la diagonal i = AD, que por el
Teorema 17, las rectas g,i y h deben ser concurrentes en P, por tanto, la recta i debe
contener al centro pentagonal P, es decir, los puntos A, P y D son colineales, sea el punto

F = f n h otro centro pentagonal y la diagonal j = BD, que debe contener al punto F
nuevamente usando el Teorema 17, es decir que los puntos B,Fy D, son colineales,
entonces considérese el pentagono simple (AXZEP), ndtese que es un pentagono inscrito a
la conica r, donde los lados i y d, se intersecan en el punto D, los lados h y f, se intersecan
en el punto F y el lado b se interseca con la recta pentagonal g en el punto B, usando de
manera reciproca el Teorema 16, la recta g debe ser tangente a la cénica r, tomando a B
como punto pentagonal puesto que los puntos B, F 'y D son colineales en la base pentagonal
j,ycomo P =rn g, entonces P debe ser el punto de tangencia como expone la Figura 69,
donde la recta g aparece con color fucsia.
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Figura 69. Pentagono inscrito para Lema 6.

Nota: Este teorema puede ser usado para encontrar el centro pentagonal P, si se tiene
la recta pentagonal g, usando el Problema 4 para encontrar una de las conicas que pasan
por los puntos A, E, X y Z y son tangentes a la recta pentagonal g, luego, hallar el punto de
tangencia que es P, ademas se puede hallar el punto F, si se tiene la recta pentagonal f,
hallando los puntos Y =eng y W =e nc, luego, una de las cénicas que pasan por los
puntos B,C,Y y W y son tangentes a la recta pentagonal f y finalmente el punto de
tangencia que es F, es decir, si se tienen las rectas pentagonales g y f se puede encontrar la
recta h que esta determinada por los puntos Fy P y como h es una diagonal se pueden
encontrar los vértices E y C del pentdgono que inscribe la cénica s. En la Figura 70 se
aprecian las conicas auxiliares de colores azul y rojo respectivamente y los puntos Py F
que son centros pentagonales sobre las rectas pentagonales g y f, respectivamente.
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Figura 70. Hallar vértices de un pentagono que inscribe una cénica.

Existen cuatro cdnicas que son tangentes a tres rectas dadas y contienen dos puntos
dados
Prueba:

Sean a, by c, las rectas dadas y P y Q los puntos dados, sean los puntos A=anby
B = b N ¢, se construyen las rectas d = AQ y e = BP, se pretende encontrar dos rectas, i y
J, que junto con las rectas a, b y ¢ conformen un pentagono, de tal manera que al inscribir
una cénica en este, los puntos de tangencia en esas rectas sean Py @Q, es decir, considerar d
y e COMO rectas pentagonales.

Sea C un punto variable sobre la recta c, se traza la recta g = CQ, se encuentran los
puntos de interseccion D =aney E = an g, luego se hallan las conicas r y s que pasan
por los puntos B, C, D y E y que son tangentes a la recta d, como muestra la Figura 71, cuya
existencia esta dada por el Problema 4, en esta figura la conica s es la curva de color azul y
la conica r de color marrén. Sea M el punto de interseccion entre la cénica r y larectad y
F el punto de interseccion entre la conica s y la recta d, estos puntos son invariantes como
asegura el Lema 5, ademas, por el Lema 6, se puede afirmar que los puntos M y F son
centros pentagonales para cualquier pentagono donde la recta g es el lado opuesto al vértice
A.
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Figura 71. Puntos de tangencia sobre las cénicasry s.

Para encontrar los centros pentagonales sobre la recta pentagonal e, se halla un punto

G variante sobre la recta a, se traza la recta h = GP, se hallan los puntos I =cnh'y
H = ¢ n d, luego se encuentran las cénicas t y u, que pasan por los puntos A4, G,Iy H y son
tangentes a la recta pentagonal e, cuya existencia estd dada por el Problema 4, sea N el
punto de interseccion entre la conica u y la recta e y J el punto de interseccion entre la
conica t y la recta e, que son invariantes segun el Lema 5 y son centros pentagonales segun
el Lema 6. A continuacion, en la Figura 72. se ocultan las cénicas r y s para simplificar la
imagen, la conica u se sefiala de color rojo y la conica t de color violeta.
b

h
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Figura 72. Puntos de tangencia sobre las cénicas ty u.

Entonces se han obtenido cuatro centros pentagonales F,J,M y N, recurriendo al
Lema 6 se puede asegurar que la recta determinada por uno de esos puntos sobre la recta
pentagonal d y otro de esos puntos sobre la recta pentagonal e, es una diagonal del
pentagono que se estad buscando, luego esta diagonal interseca a las rectas ay c, en los
vertices del pentdgono que se quiere encontrar, por ejemplo, considérense los puntos J y F,
sea la recta f = FJ (diagonal del pentdgono), y los puntos K =an fy L =c N f, que son
los vértices buscados, luego las rectas que completan el pentagono soni = KPy j = LQ, el
problema se reduce a encontrar la coénica k inscrita en el pentdgono (abcij), cuya
existencia esta dada por el Problema 2.1, asi se ha mostrado la existencia de una de las
conicas (Ver Figura 73, se ocultan las conicas t y u para simplificar la imagen, la conica k
se sefiala de color anaranjado).

Figura 73. Una solucién al problema 5.

Para una segunda solucion considérense, por ejemplo, los puntos J y M, entonces se
construye la recta [ = JM (Diagonal del pentdgono), hallense los puntos S=anly

T =cnl (vértices del pentagono), luego las rectas m=TQ y n =SP (lados del
pentadgono), finalmente se encuentra la conica inscrita en el pentdgono (abcmn), que es
otra conica solucion. esta conica se sefiala de color violeta en la Figura 74 Otra conica
solucion para el problema 5.
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Figura 74 Otra cénica solucién para el problema 5

Entonces al considerar la pareja de puntos M y N se obtiene la tercera solucion y al
considerar la pareja de puntos N y N se obtiene la cuarta, quedando demostrado el teorema.

Problema 6: Dados tres puntos y dos rectas, encontrar la conica tangente a las dos
rectas y que contiene los tres puntos (PPPRR)

Nuevamente se consideran las rectas dadas como dos rectas tangentes que contiene a
algun par de puntos, que conforman un pentagono de puntos, con los tres puntos dados y
que esta circunscrito en una conica, para esto, se muestra una manera de encontrar bases
pentagonales y puntos pentagonales, debido a que estos objetos son clave en la resolucion
de este problema.

Lema 7. Lema recta invariante

Dadas las rectas a,byc, y los puntos A,ByC, tal que A€ a,BEbyC €c, D otro
punto sobre B variante, E = d N ¢, siendo d = AD, entonces, para todos los puntos D, el
punto de tangencia P contenido en a, de todas las cénicas que pasan por los puntos
B,C,D y E y son tangentes a la recta a, permanece invariante.

Prueba

Seana,b y c, las rectas dadas y los puntos A, By C dados, talque A€ a,BebyC(C €
¢, D otro punto sobre b variante, y E = d nc, siendo d = AD, sea k, una de las conicas
que pasa por los puntos B,C,D y E y es tangente a la recta a, cuya existencia esta dada por
el Problema 4, se halla el punto P de tangencia en k sobre la recta a, se hallan las rectas
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e =PB Yy f = PC, considérese el pentagono simple cuyos con vértices B,D,E,C y P,
escritos de manera ordenada, se trazan los puntos diagonales G =bNn fy H =e N c, que
deben ser colineales con el punto A, como se muestra en la Figura 75, puesto que A es un
punto pentagonal, como consecuencia del Teorema 16, y puesto que los puntos A,By C,
estan fijos, al igual que las rectas a,byc, la colinealidad siempre se mantiene, para

cualquier posicion del D, y por tanto el punto P permanece invariante.
' d /e 2

Figura 75. Construccion para Lema 7.

Lema 8. Lema punto de tangencia, pentagono de puntos

Si un pentagono (ABCDE) tal que a = AE, b = AB, c = BC,d =CD, e = DE y el
pentdgono circunscribe una coénica s, de tal manera que las rectas de tangencia en los
vértices Cy D, son ty u respectivamente, sea BF = x,, donde F = a n t, por definiciéon F

es un punto pentagonal y sea BD = z,, ademas HG = p, donde el punto H es diagonal del
pentagono, dado por la interseccién de los lados c y e, (p es una base pentagonal) y G es el
punto pentagonal determinado por las rectas b y u, entonces G es el punto de tangencia en
p, a la conica r tangente a las rectas a, e, x1,z; ¥ p. En la Figura 76 la cdnica s se sefiala de
color violeta y la conica r de color azul.
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Figura 76. Ilustracion para Lema 8.

Prueba:
Considerese la construccion de la Figura 76, se halla la el punto diagonal I = and,

que por el Teorema 16 los puntos G, I y H debe estar contenido en la recta p, por tanto, el
punto I debe estar en la base pentagonal p, es decir, las rectas a, p y d son concurrentes, sea
la recta f = FH otra base pentagonal y el punto diagonal | = b nd, que debe estar
contenido en la recta f nuevamente usando el Teorema 16, es decir que las rectas b, f y d,
son concurrentes, entonces considérese el pentagono simple (ax;z;ep), nétese que es un
pentagono circunscrito en la conica r, donde los vértices I y D estan sobre la recta d, los
vértices H y F, estan sobre la recta f y el vértice B junto con el punto pentagonal G estan
en la recta b, usando de manera reciproca el Teorema 17, el punto G debe ser el punto de
tangencia a la conica r, tomando a b como recta pentagonal puesto que las rectas b, f y d
son concurrentes en el centro pentagonal J, y considerando H como punto pentagonal, p
debe ser la recta de tangencia, tal como se ilustra en la Figura 77.
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Figura 77. Pentagono circunscrito para Lema 8.

Nota: Este teorema puede ser usado para encontrar la base pentagonal p, si se tiene el
punto pentagonal G, usando el Problema 3 para encontrar una de las cénicas que son
tangentes a las rectas a, e, x; Y z; y pasan por el punto pentagonal G, luego, hallar la recta
de tangencia que es p, ademas se puede hallar la base pentagonal f, si se tiene el punto
pentagonal F, hallando las rectas y; = EG y w = EC, luego, una de las cénicas que son
tangentes a las rectas b, c,y y w y pasan por el punto pentagonal F y finalmente se halla la
recta f tangente dicha cénica (conica t que en la Figura 78 se sefiala de color rojo) por el
punto F, es decir, si se tienen los puntos pentagonales G y F se puede encontrar el punto H
que esta determinado por las rectas f yp y como H es un punto diagonal se pueden
encontrar los lados e y ¢ del pentdgono que circunscribe la conica s (Ver Figura 78).
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Figura 78. Hallar base pentagonal del Lema 8.

Teorema 22. Existen cuatro cénicas que son tangentes a dos rectas dadas y contienen
tres puntos dados

Prueba:

Sean A,By C, los puntos dados y p y q, las rectas dadas, sean, a = AB'y b = BC, se
construyen los puntos D = anqy E = b N p, se pretende encontrar dos puntos, I y J, que
junto con los puntos A,B y C conformen un pentagono, de tal manera que, al estar
circunscrito en una coénica w, las rectas de tangencia en esos puntos sean py q, es decir,
considerar D y E como puntos pentagonales.

Sea c¢ una recta variable que pasa por el punto C, se traza el punto G =cngq, se

trazan las rectas d = AE y e = AG, luego se hallan las conicas r y s que son tangentes a las
rectas b,c,d y e, y que pasan por el punto D, como muestra la Figura 79, cuya existencia
estd dada por Problema 3, en esta figura la conica s es la curva de color roja y la conica r
de color azul. Sea m la recta tangente a la conica r por el punto D y f la recta tangente a la
conica conica s por el punto D, estas rectas son invariantes como asegura el Lema 7,
ademas, por el Lema 8, se puede afirmar que las rectas m y f son bases pentagonales para
cualquier pentagono donde el punto G es el vértice opuesto al lado a, estas bases
pentagonales se marcan de color rojo en la Figura 79.
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Figura 79. Puntos de tangencia sobre las cénicasry s.

Para encontrar las bases pentagonales sobre el punto pentagonal E, se halla una recta
g Variante sobre el punto A, se traza el punto H = g np, se hallan las rectas i = CH y
h = €D, luego se encuentran las conicas t y u, tangentes a las rectas a, g, iy h y pasan por
el punto pentagonal E, cuya existencia esta dada por el Problema 3 sea n la recta tangente a
la cénica u por el punto E y j la recta tangente a la conica t en el punto E, que son
invariantes segun el Lema 7 y son bases pentagonales segun el Lema 8 (Ver Figura 80, se
ocultan las cénicas r y s para simplificar la imagen, la conica u se sefiala de color morado y
la cdnica t de color anaranjado).
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Figura 80. Rectas de tangencia sobre las conicas ty u.

Entonces se han obtenido cuatro bases pentagonales f,j,my n, recurriendo al Lema
8 se puede asegurar que el punto de interseccién entre dos de estas rectas, una que pasa por
D y otra que pasa por E, es un punto diagonal del pentagono que se esta buscando, luego la
unién del punto diagonal con el punto A determinan un lado del pentagono que se quiere
encontrar y la union del punto pentagonal con el punto C determinan el otro lado del
pentdgono, por ejemplo, considérense las rectas jy f, sea el punto F = fnj (punto
diagonal del pentagono), y las rectas k = AF y | = CF, que son los lados buscados, luego
los puntos que completan el pentagono son I = knNpy ] =1n g, el problema se reduce a
encontrar la conica w circunscrita en el pentdgono (ABCIJ), cuya existencia esta dada por
el ,Problema 1, asi se ha mostrado la existencia de una de las cénicas. En la Figura 81, se
ocultan las coénicas tyu para simplificar la imagen, la cénica w se sefiala de color
anaranjado.
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Figura 81. Una solucién al problema 6.

Para una segunda solucién considérense, por ejemplo, las rectas n y m, entonces se
construye el punto L = n n m (punto diagonal del pentdgono), hallense las rectas s = ALy

t = CL (lados del pentdgono), luego los puntos M =tnq y N =snp (vértices del
pentagono), finalmente se encuentra la conica circunscrita en el pentdgono (ABCMN), que
es otra conica solucion. esta conica se sefiala de color violeta en la Figura 82.
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Figura 82. Otra conica solucién para el problema 6.
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Entonces al considerar la pareja de rectas m y j se obtiene la tercera solucion y al
considerar la pareja de rectas n y f se obtiene la cuarta, quedando demostrado el teorema.
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Conclusiones, reflexiones y proyecciones
Conclusiones

La consideracién del Problema de Apolonio como punto de partida del trabajo,
generd una forma organizada de plantear el problema de investigacion y listar los casos que
de él se desprenden, para iniciar el estudio, abordando convenientemente aquellos que se
desarrollaron en el trabajo (los que involucran Unicamente puntos y rectas). Se puede
afirmar que fue conveniente comenzar por los problemas que refieren solamente puntos y
rectas, debido a que, para su solucion se conto con las construcciones de la Conica Puntual
y La Cdnica Tangencial, ademas, la posibilidad de hacer uso del principio de dualidad, que
resultd ser una gran ventaja, ya que, al conseguir la solucion de alguno de estos problemas,
inmediatamente se podia considerar el problema dual.

Trabajar sobre el sistema axiomatico de la geometria proyectiva, ofrecid las
herramientas suficientes para dar solucion a los seis problemas considerados en los
objetivos, asegurando la existencia de sus soluciones y sefialando el nimero de soluciones
en cada caso. Se debe anotar que en los conceptos utilizados no se recurrié a la geometria
analitica, es decir que el estudio se limit6 al trabajo exclusivo con objetos geométricos de
forma sintética, sin considerar en ninglin momento tratamientos numéricos.

En sintesis, se puede asegurar que el trabajo ha respondido a los objetivos trazados,
puesto que, se dio solucion a los seis problemas de tangencia en conicas que involucran
solamente puntos y rectas, mostrando su construccion argumentada desde el marco de la
geometria proyectiva, lo que implicé realizar una consulta con la que se logrd consolidar
los conceptos preliminares requeridos para la investigacion. Ademas, aunque en el
documento no se puede apreciar precisamente, fue necesario usar un software de geometria
dinamica con dos finalidades, la primera, generar todas las imagenes que se presentan a lo
largo del trabajo con el &nimo de facilitar la comprension del lector y la segunda, usarla
como una herramienta de visualizacion que permitio realizar conjeturas que aportaron
significativamente a la solucién de algunos problemas.

Reflexiones

El abordaje de un trabajo netamente disciplinar como el que aqui se presento,
proporciond grandes aportes a la formacién como maestros de matematicas de los autores,
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pues durante el desarrollo de la investigacion surgieron etapas que contribuyeron con
aprendizajes significativos, algunas de esas etapas fueron las siguientes:

La necesidad de consultar material bibliografico que aporte a la investigacion,
sefial6 que en muchas ocasiones esto puede resultar una tarea dificil, porque puede
que sea necesario estudiar una teoria con la que no se haya tenido contacto previo,
para abrirse camino con herramientas que pueden servir para el estudio o para
comprender conceptos preliminares del estudio.

Explorar un problema, hasta encontrar su solucion, ratifica una buena manera de
estudiar matemaéticas, pues en dicha exploracién se atraviesa por muchos procesos,
como la visualizacion, la conjeturacion, la generalizacion, entre otros, para
posteriormente mostrar una estructura argumentada de la solucién del problema.

El desarrollo del trabajo da evidencia de la capacidad de trabajar de forma
autébnoma y de investigar individualmente en matematicas, es decir que los autores
del trabajo pueden complementar su formacion en la disciplina estudiando de forma
autonoma.

En el proceso de construccion del documento se encontr, que la comunicacion de
ideas matematicas requiere de cuidado, sea de forma oral o de forma escrita, pues al
incluir nuevas representaciones, nuevas notaciones o notaciones que no son usuales,
puede generarse confusién si no se es lo suficientemente claro, en otras ocasiones,
se tiende a suponer que el lector tiene la suficiente informacion preliminar para
comprender una idea y se pasan por alto algunas aclaraciones importantes. Por lo
anterior y por otras experiencias que dejé la escritura del trabajo, se considera que
aportd herramientas para la habilidad de comunicacién, en particular comunicar
ideas matematicas en forma didéactica.

Proyecciones

Después de haber iniciado el estudio de problemas de tangencia sobre conicas

diferentes a la circunferencia, con la resolucion de algunos de estos problemas, se marcan
diferentes rutas para continuar con esta investigacion, por ejemplo, considerar nuevamente
los veintitn problemas que se desprenden de la modificacién del Problema de Apolonio,
categorizar aquellos quince que quedaron pendiente por su solucién, de tal manera que se
solucione secuenciadamente dando solucion a esto, con la gran posibilidad de no poder
hacer uso de algunas herramientas importantes como el principio de dualidad. En relacion
con lo anterior, es posible que se deba ampliar significativamente el conjunto de conceptos
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preliminares provenientes de la geometria proyectiva, lo que invita a un estudio previo y
cuidadoso de este topico.

Por otra parte, debido a que en este trabajo se presentan soluciones netamente
sintéticas, se puede pensar en hacer uso de ellas para encontrar soluciones analiticas,
hallando una representacion algebraica de todos los objetos geométricos que aqui se
mencionan, no obstante, cabe la posibilidad de que resulte demasiado incomodo trabajar de
esa manera, sin embargo, se pueden considerar las soluciones analiticas desde otro punto de
partida, sea para los problemas aqui tratados o para todos los casos listados.

Una forma sugerida de exploracion de problemas de tangencia es recurrir a recursos
tecnoldgicos como softwares de geometria dindmica, puesto que estos cuentan con
herramientas que facilitan las construcciones geométricas, amplian las posibilidades de
visualizacion y las posibilidades de evaluacién de casos, de esta manera se pueden
encontrar formas de solucionar los problemas que no se consideraron en este trabajo, una
vez obtenida la solucién, se debe buscar el argumento tedrico que la sustente. De acuerdo
con lo anterior, también se sugiere no considerar limitaciones en los referentes tedricos que
se utilizan, es decir, considerar la posibilidad de abordar campos diferentes a la geometria
euclidiana y la geometria proyectiva.
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ANexos

Anexol: Solucion sintética de algunos casos del Problema de Apolonio

En el articulo Los diez problemas de Apolonio de la revista SUMA se expone una
solucidn sintética y analitica a los diez casos, aclarando que Apolonio soluciona los nueve
primeros que alli se exponen, en los libros 1 y Il de su obra Tangencias, a pesar de que estos
libros se han perdido, la solucion al décimo caso se le atribuye a Isaac Newton. A
continuacion, se exponen las soluciones sintéticas de los casos que se desprenden del
problema de Apolonio tomados como modelo para dar solucidn a problemas de tangencias
en otras conicas, seleccionando también aquellos que relacionan puntos y rectas
unicamente.

Circunferencia que pase por tres puntos dados (PPP).
Hallar una circunferencia que contenga a los puntos A, B y C dados.

Solucion sintética

Figura 83. Construccion sintética del Problema PPP.

Sean A, B y C tres puntos no colineales dados.

AABC

D circuncentro del AABC

Se halla la circunferencia con centro en D y radio DA, que pasa por los punto
AByC

o
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Q

Figura 84. Solucion sintética del problema PPP:

Circunferencia que pasa por dos puntos dados y es tangente a una recta dada (PPR).
Hallar dos circunferencias tangentes a la recta r, que contenga a los puntos B y A.

Solucion sintética

Figura 85. Construccion sintética del problema PPR.

1. Sean los puntos A y B dados y la recta r dada.

Recta AB

3. E punto de interseccion de la recta AB y la recta r. De tal manera que B — A —
E.

4. F punto medio del segmento AE.

Circunferencia c con centro en F y radio EF.

6. Recta h perpendicular a la recta AB por el punto A.

no

o
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7. H punto de interseccidn de la circunferencia c y la recta h.

8. Circunferencia d con centro en E y radio EH.

9. Iy] puntos de interseccion de la circunferencia d y la recta r.

10. Recta k perpendicular a r por en punto 1.

11. Recta [ perpendicular a r por el punto J.

12. Recta m mediatriz del segmento AB.

13. K punto de interseccion de las rectas m y k.

14. L punto de interseccion de las rectas m y L.

15. Sea halla la circunferencia con centro en L y radio L], que pasa por los puntos A
y By es tangente a la recta .

16. Sea halla la circunferencia con centro en K y radio K1, que pasa por los puntos
Ay B yestangente alarectar.

Figura 86. Solucion sintética del problema PPR.

Circunferencia que pase por un punto dado y sea tangente a dos rectas dadas (PRR).

Para la solucion de este caso se presentan tres situaciones, que las rectas dadas se
intersequen o no y que el punto dado pertenezca a una de la rectas, se presentara la solucion
del problema dependiendo de las condiciones iniciales de los objetos dados. Primero se
encontrara dos circunferencias tangentes a las rectas r y s dadas, no paralelas, que
contengan al punto A.
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Solucion sintética

| A\ .

Figura 87. Construccion sintética del problema PRR.

Sea el punto A dados y las rectas r y s dadas.

Punto C enr.

Punto E en s.

F punto de interseccion de las rectas r y s.

Recta h bisectriz del &ngulo CFE.

Recta i perpendicular a h por el punto A.

G punto de interseccion entre las rectas i y h.

Circunferencia c con centro en G y radio GA.

H punto de interseccion entre la circunferencia c y la recta i.

10. I punto de interseccidn entre las rectas i y s.

11. ] punto medio del segmento GI.

12. Circunferencia d con centro en J y radio JG.

13. K punto de interseccion entre las circunferencias d y c.

14. Circunferencia e con centro en I y radio /K.

15. L y M puntos de interseccion entre la recta s y la circunferencia e.

16. Recta j perpendicular a s por L.

17. Recta k perpendicular a s por M.

18. N punto de interseccion entre las rectas j y h.

19. O punto de intersecciodn entre las rectas k y h.

20. Se halla la circunferencia con centro en N y radio NL, que pasa por el punto A y
es tangente a las rectas r y s.

21. Se halla la circunferencia con centro en O y radio OM, que pasa por el punto A y

es tangente a lasrectas r y s.

©CoeNo O WNE
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Figura 88. Solucion sintética caso rectas no paralelas del problema RRP

Ahora se encontraran dos circunferencias que contengan al punto A y sean tangentes
a las rectas r y s, paralelas. Para que el problema tenga solucién es necesario que el punto
dado esté entre las dos rectas, como se muestra a continuacion

g : ii‘
[ J e

Figura 89. Construccion caso rectas paralelas del problema RRP.

Solucion sintética

1. Seael punto A dado y las rectas r y s dadas, de tal manera que el punto A esté en
el semiplano, determinado por la recta s, en donde esta la recta r.

Recta f perpendicular a r por A.

E punto de interseccion entre las rectas f y .

F punto de interseccion entre las rectas f y s.

G punto medio del segmento EF.

Recta g perpendicular a f por G.

ok~ wn

84



18.

Circunferencia c con centro en G y radio GA.
H punto medio del segmento GF.
Circunferencia d con centro en H y radio HG.

. I punto de interseccion entre las circunferencias e y d.

. Circunferencia e con centro en F y radio FI.

. K 'y L puntos de interseccidon entre la circunferencia e y la recta s.

. Recta h perpendicular a s por K.

. Recta i perpendicular a s por L.

. M punto de interseccion entre las rectas g y h.

. N punto de interseccion entre las rectas i y g.

. Se halla la circunferencia con centro en M y radio MK, que contiene la punto A

y es tangente a las rectas r y s.
Se halla la circunferencia con centro en N y radio NL, que contiene al punto Ay
es tangente a las rectas r y s.

k-3

Figura 90. Solucion sintética caso rectas paralelas del problema RRP.

Por ultimo se encuentran dos circunferencias tangentes a las rectas r y s que pasan
por el punto A que pertenece a la recta r
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Figura 91. Construccion caso punto A sobre la recta r RRP.

Solucion sintética

©CoNo AN E

[HEN
o

Sean las rectas r y s dadas y un punto A dado, sobre la recta r.

J y F puntos sobre la recta s.

E punto de interseccion entre las rectas r y s.

Recta h bisectriz del angulo AEF .

Recta j bisectriz del angulo AE]

Recta m perpendicular a r por el punto A.

P punto de interseccion entre las rectas h y m.

G punto de interseccion entre las rectasmy j.

Se halla la circunferencia con centro en P y radio PA, tangente a la recta r en el
punto A y tangente a la recta s.

. Se halla la circunferencia con centro en G y radio GA, tangente a la recta r en el

punto Ay tangente a la recta s.

Circunferencia tangente a tres rectas dadas (RRR).
Hallar cuatro circunferencias tangentes a las rectas a, b y ¢ dadas, no paralelas dos a

dos.
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Figura 92. Construccion del problema RRR.

Solucion sintética
Sean las rectas a, b y ¢ dadas.
A punto de interseccion entre las rectas c y b.
B punto de interseccion entre las rectas a y c.
C punto de interseccién entre las rectas a y b.
Recta h bisectriz del angulo ABC.
Recta g bisectriz del angulo BAC.
D punto te interseccion entre lasrectas h y g.
Recta f perpendicular a la recta ¢ por el punto D.
E punto de interseccion entre las rectas f y c.
. Se halla la circunferencia con centro en D y radio DE, tangente a las rectas a, b
y c.
11. F punto en larecta c, tal que F — B — A.
12. Recta i bisectriz del angulo FBC.
13. G punto de interseccion entre las rectas i y g.
14. Recta j perpendicular a la recta b por el punto G.
15. H punto de interseccion entre las rectas j y b.
16. Se halla la circunferencia con centro en G y radio GH, tangente a las rectas a, b
y c.
17. Recta k bisectriz del angulo BCA.

=
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18. I punto de interseccion entre las rectas i y k.

19. Recta [ perpendicular a la recta b por el punto .

20. J punto de interseccion entre las rectas [ y b.

21. Circunferencia con centro en I y radio /I, tangente a las rectas a, b y c.
22. K punto en larecta a, tal que B — C — K.

23. Recta m bisectriz del angulo ACK.

24. L punto de interseccion entre las rectas m y h.

25. Recta n perpendicular a la recta a por el punto L.

26. M punto de interseccion entre las rectas n y a.

27. Circunferencia con centro en L y radio LM, tangente a las rectas a, b y c.

Figura 93. Solucion sintética del problema RRR.

Se deben considerar las caracteristicas de los objetos geométricos dados, anteriormente se
menciona el caso en donde cada par de rectas se interseca, se considera el caso en el que
hay dos rectas paralelas, no se considera el caso en el que las tres rectas dadas son paralelas
ya que problema no tendria solucién, esto mismo ocurre cuando las rectas concurren.

Hallar dos circunferencias tangentes a las rectas a b y c, donde las rectas a y b son
paralelas.
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Solucion sintética

T, )

o
Figura 94. Construccion caso dos rectas paralelas del problema RRR.

Sean las rectas a, b y ¢ dadas, tal que a y b son paralelas.
F punto de interseccion entre las rectas a y c.
G punto de interseccion entre las rectas b y c.
1y H punto sobre larectaa,talque H — F — I.
J vy K puntos sobre la recta b, tal que ] — G — K.
Recta i bisectriz del angulo HFG.
Recta j bisectriz del &ngulo JGF.
recta [ bisectriz del angulo GFI.
Recta m bisectriz del &ngulo FGK.
. L punto de interseccion entre las rectas i y j.
. Recta k perpendicular a la recta b por el punto L.
. M punto de interseccion entre las rectas k y b.
. Se halla la circunferencia con centro en L y radio LM, tangente a las rectas a, b y
C.
14. N punto de interseccion entre las rectas [ y m.
15. Recta n perpendicular a la recta b por N.
16. O punto de interseccién entre las rectasn y b.
17. Se halla la circunferencia con centro en N y radio NO, tangente a las rectas a, b

yc.
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a

b

Figura 95. Solucién sintética caso de dos rectas paralelas problema RRR:

Las construcciones anteriores se tomaron como modelo, debido a que giran alrededor de la
construccién de puntos, rectas y el objeto que se pretende encontrar (circunferencia), de
forma anéloga se propuso en el trabajo de grado los casos que se refieren a encontrar una
conica para estudiar su solucion sintética desde la construccion de puntos, rectas y el objeto

que se pretende encontrar (conica).
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